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Avant-propos

Ce polycopié constitue un recueil d’exercices destiné aux professeurs stagiaires du cycle qua-
lifiant au Maroc. S’inscrivant dans le cadre du module « Complément de formation - Logique,
ensembles et Arithmétique », il est concu dans le but de fournir un support pédagogique com-
plet et adapté pour renforcer les compétences nécessaires a ’enseignement, conformément aux
programmes officiels.

Les exercices présentés couvrent les quatre thématiques fondamentales de ce module :

— Logique et ensembles : Cette partie explore les principes de base de la logique mathéma-
tique, les opérations sur les ensembles et leurs propriétés, permettant de structurer des
raisonnements rigoureux.

— Arithmétique des entiers : Elle inclut des exercices sur la divisibilité, les nombres premiers,
les congruences et les algorithmes fondamentaux comme celui d’Euclide.

— Arithmétique des polynomes : Comme pour Parithmétique des entiers, nombreux types
d’exercices sont proposés allant de la divisibilité jusqu’a la décomposition en facteurs
irréductibles. Une importance particuliere est accordée aux racines d’un polynome, ainsi
qu’a I’étude de certains polyndémes classiques.

— PFractions rationnelles : Cette section est 'occasion de présenter les différentes techniques
de la décomposition d’une fraction rationnelle en élément simple, ainsi que ses applications,
montrant ainsi la puissance de 'usage de ces décompositions. Aussi, outre les exercices
d’ordre calculatoire, d’autres d’ordre théorique sont largement représentées.

Chaque chapitre est congu pour offrir une progression pédagogique claire, allant des exercices
de base, destinés a consolider les notions essentielles, jusqu’a des problémes plus complexes
favorisant I’approfondissement et le développement des capacités d’analyse et de synthese. Les
solutions fournies permettent de guider les stagiaires dans leur apprentissage autonome.

Ce recueil se veut a la fois un outil de formation et une référence pratique pour les futurs
enseignants. En s’exercant sur ces différents themes, ils pourront non seulement maitriser les
concepts et techniques fondamentaux de ’algebre, mais aussi développer des stratégies pédago-
giques efficaces pour transmettre ces savoirs a leurs éleves.

Nous espérons que ce polycopié répondra aux attentes des utilisateurs et contribuera a la

réussite de leur parcours professionnel.

Nouira Redouane
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Chapitre 1

Elements de logique

1.1 Connecteurs logiques, négation d’une proposition

Exercice 1

Donner la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes

= W b=

Réponse 1

0=0et24+1=38 5. «0=0=2+1=3»
0=0o0u2+1=8
0=0=2+4+1=38
0=1=2+1=38 7. Ve eR,z>0)=2=41

6. Ve eR,(z>0=2=4)

1. «0=0et 2+ 1 =8 » est fausse; car la proposition « 2+ 1 = 8 » est fausse.
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«0=0o0u2+1=8» est vraie; car la proposition « 0 = 0 » est vraie.

«0=0= 241 =8 » est fausse; car la proposition « 0 = 0 » est vraie et la proposition
« 2+ 1=28» est fausse.

«0=1=2+1=8» est vraie; car la proposition « 0 = 1 » est fausse.
«0=0=2+1=3» est vraie; car la proposition « 2+ 1 =3 » est vraie.
«Vr € R, (x> 0= 2=4) » est fausse; car pour z = 1 on a = > 0 mais 2 # 4.

« (Vr € R,z > 0) = 2 = 4 » est vraie; car la proposition « (Vx € R,z > 0) » fausse,
puisque pour x = —lonax <0

Exercice 2

1.

2.

Déterminer les valeurs de vérité ainsi que les négations des assertions suivantes :

— P«3dzeR, VyeR, x+4+y>0n».

— Q«VyeR, dJxeR, z+4+y>0n».

— R«3weR/VyeR, 42>>uaxv».

Etant donné deux ensembles non vides E et F, et une fonction propositionnelle P(zx,y)

de variables x € E et y € F, montrer que si la proposition « 3z € E / Vy € F, P(z,y) »
est vraie, alors la proposition « Vy € F' / 3z € E, P(z,y) » 'est aussi.



Réponse 2

1.

— P est fausse; car pour tout z € R, il existe y = —x € R tel que z +y =0 % 0.

Sa négation est :
“P«VreR, JyeR, z+y<0».

— (@ est vraie; car pour tout y € R, il existe t = —y+ 1€ Rtelquex +y =1 > 0.

Sa négation est :
-Q«JyeR, Ve eR, z+y<0n».

— R est vraie; car pour x = —1, pour tout y € R on a y? > z.

Sa négation est :
“R«VreR, yeR, y?2<zn.

2. Supposons qu'il existe un zg € E tel que pour tout y € F on a P(x,y) est vraie. Donc,
pour tout y € F, il existe un « € E (on peut prendre x = xo par exemple) tel que P(x,y)

soit vraie. D’ou le résultat.

Exercice 3

Soit f, g deux fonctions de R dans R. Traduire en termes de quantificateurs les expressions
suivantes :

Réponse 3

— = = =
w NN = O

NS g W

Y(z,y) €ER? 2 <y= f(x
Y(z,y) ER?, 2 <y= f(x
V(z,y) ER?, v £y = f(x
.VneN, JxeR : f(z)=n
.VzeR : f(z) <g(x)
Az eR : f(x) > g(x)

© 00 D U W N

f est majorée;

f est bornée;

f est paire; 10.

f est impaire;

f ne s’annule jamais; 11.
f n’est pas la fonction nulle; 12.

f est périodique; 13.

8. f est croissante;

9. f est strictement décroissante ;

f n’a jamais les mémes valeurs en deux
points distincts ;

f atteint toutes les valeurs de N ;

f est inférieure a g ;

f n’est pas inférieure a g.

.AMeR : VzeR, f(z) <M

.ImeR, AMeR : VzeR, m< f(x) <M
. Ve eR, f(—x) = f(x)

.V e R,

flm) =1
vz eR, f(z)#0
Jr eR, f(z)#£0

()




Exercice 4
Nier les assertions suivantes :

1. tout triangle rectangle posseéde un angle droit ;
2. dans toutes les écuries, tous les chevaux sont noirs;
3.Ve>03a>0 / |z—-7/5|<a= |ba — 7| <e.

4. pour tout entier z, il existe un entier y tel que, pour tout entier z, la relation z < z
implique le relation z < z 4+ 1 < y;

Réponse 4

Il existe au moins un triangle rectangle qui ne possede aucun angle droit ;

Il y a une écuries qui contient un cheval qui n’est pas noir;

>0 : Va>0, |lz—7/5<aet|bx—T7 >c¢.

Il existe un entier = tel que pour tout entier y, il existe un entier z tel que z > x 4+ 1 ou
z+12>y;

= W o

Exercice 5
Soit f une application de R dans R. Nier, de la maniére la plus précise possible, les énoncés qui
suivent :

1. Pour tout z € R f(x) < 1.
L’application f est croissante.

L’application f est croissante et positive.
Il existe x € R tel que f(z) < 0.
1l existe = € R tel que quel que soit y € R, si z < y alors f(x) > f(y).

CUp W

On ne demande pas de démontrer quoi que ce soit, juste d’écrire le contraire d’un énoncé.
Réponse 5

11 existe un z € R tel que f(z)) > 1.

1l existe (z,y) € R? tels que z < y et f(z) > f(y).

Il existe € R tels que f(z) < 0, ou il existe (x,y) € R? tels que < y et f(x) > f(y)
Pour tout « € R, f(x) > 0.

Pour tout = € R, il existe y € R tel que x < y et f(x) < f(y).

CUR L

Exercice 6
Compléter les pointillés par le connecteur logique qui s’impose : <, <, — .
1.VzeR, 22 =4------ r=2;

2. Ve eR+, 22 =4------ x=2;
3.VzeC, z=7Z------ zeR;

4.V eR, Vn€Z, z=4nm------ e =1.
Réponse 6

l.VzeER, 22 =4 <12 =2;

2. Ve eRH, 22 =4 <=2 =2;
3.V2e€C, z=Z<=z€R;

4. Vx €R, Vn €Z, v = 4nm = €% = 1.




1.2 Modes de raisonnements

Exercice 7

1. Démontrer que la somme d’une suite convergente et d’une suite divergente, est une suite
divergente.

2. Que dire de la somme de deux suites divergentes ?

Réponse 7

1. Soit (u,) une suite convergente et (v,,) une suite divergente. Supposons que (uy, + vy, ) est
convergente. Dans ce cas, la suite ((up, + v,,) — 4, ) est convergente comme somme de deux
suites convergentes (u,, + vy,) et —u,. Or (u, + v,) — uy,) = vy, ce qui est contradictoire.
Ainsi, la somme d’une suite convergente et d’une suite divergente est une suite divergente.

2. Dans ce cas on ne pas conclure. En effet, les suites (u,), (v,) et (w,), définies par u, =
wy, =n et v, = —n sont divergentes, la suite (u, + v,) est convergente, mais (u,, + wy,)
est divergente.

Exercice 8

1. Démontrer que la somme d’un nombre rationnel et un nombre irrationnel est un nombre
irrationnel.

2. le produit d’un rationnel non nul par un irrationnel est un nombre irrationnel.
3. l'inverse d’un nombre irrationnel est irrationnel.

4. Que dire de la somme de deux irrationnels ?

Réponse 8

Soit 7 un nombre rationnel et ¢ un nombre réel irrationnel. Posons s =r+i,p=rxiet y = —.
i

1. Supposons que s est un nombre rationnel. Dans ce cas, i = s—1r est aussi rationnel, puisque
c’est la somme de deux nombres rationnels, ce qui est faux. Donc, la somme d’un nombre
rationnel et un nombre irrationnel est un nombre irrationnel.

2. On suppose ici que 7 # 0. Si p est un nombre rationnel alors ¢ = = est aussi rationnel, car
r
c’est le produit de deux nombres rationnels, ce qui est faux. Donc, le produit d’un nombre
rationnel non nul et un nombre irrationnel est un nombre irrationnel.

1
3. Méme raisonnement. Si y est un nombre rationnel alors = — le sera aussi. Ainsi, 'inverse
Y
d’un nombre irrationnel est irrationnel.
4. On sait que v/2 est irrationnel. Donc, d’aprés ce qui précede, 2v/2 et —/2 le sont aussi.
D’autre part, V242 =226t V2 - V2 = 0, ce qui montre que la somme de deux

irrationnels pourra étre rationnel comme il pourra étre irrationnel.

Exercice 9
Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers.

Réponse 9
Supposons que ’ensemble P des nombres premiers est fini. Donc P s’écrit sous la forme P =




{pl,pg, e ,pr}. Posant N = pyps---p- + 1. Il est clair alors que N > 2, et par conséquent N
admet un diviseur premier, donc un certain p; avec 1 <14 < r. Comme p; divise déja pips - - pr,
alors il divise aussi N — p1ps - - - pr-, qui n’est autre que 1. Absurde, car p; > 2.

Conclusion, il existe une infinité de nombres premiers.

Exercice 10
Soit (fn),,cn une suite d’applications de I’ensemble N dans lui-méme. On définit une application
f de N dans N en posant f(n) = f,(n)+ 1. Démontrer qu’il n’existe aucun p € N tel que f = f,.

Réponse 10
Supposons qu'il existe un certain p € N tel que f = f,. Dans ce cas, f(p) = fp(p). Or, par
définition de f, on a f(p) = f,(p) + 1, donc f,(p) = fp(p) + 1 puis 0 = 1. Ceci étant faux, on
conclut qu'’il n’existe aucun p € N tel que f = f,.

Exercice 11
Montrer que

3n+2

Ve>0, INeN / (VneN, n>N=3-¢<
n+2

<3+e.

Réponse 11
Soit ¢ > 0. Commengons d’abord par trouver une expression simple équivalente a 1’expression
dJ—e< i"—j'; < 3+ ¢ pour tout n € N. En effet, pour tout n € Non a :

3*€<3::22<3+€ = 3*6<%<3+8
= 3—s<3—%+2<3+5
= —e<-5<e¢
4
< m<€
— 2<n+2

Prenons alors N = E (£) ; la partie entiére de 2. Dans ce cas, pour tout n € N,sin > N = E (2),

4 / 3nf2
alors 2 < n + 2 et par conséquent 3 — & < s <3+te.

Conclusion : Ve >0, IN €N / (¥neN, TLZN:>3*€<377_:_22<3+€.

Exercice 12 Raisonnement par analyse et syntheése
Montrer que toute application de R vers lui méme s’écrit, de maniére unique, comme somme de
deux applications, I'une paire et ’autre impaire.

Réponse 12
Soit f une application de R vers lui méme. Supposons qu’il existe une fonction paire g et une
fonction impaire h de R vers R telles que f = g + h. Dans ce cas, pour tout x € R on a

f(@) =g(@)+h(z) (1)
f(=x) = g(x) —h(z) (2)

f=9g+h z{



Ainsi, en cas d’existence, g et h sont uniques. Pour I’existence, posons

(f(z) + f(=x))

o) = 3 (F(=) + F(+2)) = g(a)
W) = 5 (f(~2) — f(@) = ~h(z)
o(2) + h(w) = f(z)

i.e. g est paire, h est impaire et f = g + h, d’ou le résultat ?

Exercice 13
Montrer que : V30 ¢ Q = v2+V3+V5¢ Q

Réponse 13
On montre le résultat par contraposée. Supposons que v2 + v/3 + /5 € Q. Dans ce cas on a

(\/i—l- V3 + \/5)2 € Q. Comme

(x/§+\/§+\/5)2:10+2(\/ﬁ+x/ﬁ+\/ﬁ)

alors v/2.3 + /3.5 + /2.5 € Q. En répétant la méme technique on trouve que v/2.30 + v/3.30 +
v5.30 € Q. En divisant par V2+V/3+5 qui est un rationnel, on trouve que v/30 € Q.

Exercice 14

Montrer que pour tout entier n > 1 on a :

nn+1)

2

nn+1)(2n + 1)
6

IS}

L1424+ 4n=

2. 12422 4. 402 =

2

1)(n+2
4. 1.2+2.3+~--+n.n+1:w

s 1 N 1 - 1 o n
1.3 35 (2n—1).2n+1) 2n+1

A S R S U
1.2 23 n(n+1) = n+l
7L +2.2) 4 Fn(n) =+ 1) =1

Réponse 14

3. 13+23+-~-+n3:(




1(141)

1. — Pour n =1 le résultat est évident : 1 = 5
1
— Supposons que, pour un certainn > lonal+2+---+n= % Dans ce cas
on a

142+ -+(n+1)=1424---+n+(n+1)

:(n(n2—|—1) b (n+1)

_ (n+1)(n+2)
=

Le résultat est donc vrai pour n + 1.
1
Donc:Vn>1, 142+ +n=0F1

2. Soit, pour tout n € N* A, I’assertion suivante :

(A) ZkQ _ n(n+1)2n+1)
k=1

6

1(1+1) )
. 2 .
— Etant donné n € N* supposons que A,, soit vraie. Alors

— Aj est vraie (1 =

n+1 n
SR =(n+1)2+ ) K
k=1 k=1

(n+1)(2n+1)
n(n+1)2n+1) +66(n +1)2

_ (n+1D)(n(2n f 1) + 6(n + 1))
(n+1)(n+ 2)?2(71 +1)+1)

—(n+1)2+ 2

Ce qui prouve A, 1 est vrai.
Conclusion : Par le principe de récurrence, A,, est vraie pour tout n € N*.

I}

3. Pournzlonabien13:< 5

n(n+1)

2
> ) pour un certain n > 1. Alors

— Supposons que 12 +23 + .- +n3 = <

2
1
P+2b 440 (n+1)% = (n(n2+)> + (n+1)>3

4
(n+1)%(n? +4n +4)
4

_ ((n+1)2(n+2)>2

=(n+1)? <nZ+n+1)




2
4. Posons A, =1.24234---4+n.n+ 1 pour tout n € N.
11+ 1D)(1+42)
3
n(n+1)(n+2)
3

Conclusion : Vn > 1, 13+23+-~~+n3—<

— Pour n=1o0n a bien 1.2 =

— Supposons que A, = pour un certain n > 1. Alors

Apy1=12423+---+nn+1+n+1)(n+2)
~n(n+1)(n+2)
B 3

(n+1)(n+2) (g + 1)
(n+1(n+2)(n+3)

N 3

+(n+1)(n+2)

1 2
Conclusion : Vn >1, 1.2423+---+nn+1= w

3
5 P A ! + L 4+ L tout n > 1
. Posons A, = —+ —+--- our tout n > 1.
13" 35 @n—1).2n+1) "
— PournzlonabienLZL
1. 241
— Supposons que A,, = _n pour un certain n > 1. Alors
2n +1
Api1 = ! + ! +o ! + !
" T 13735 2n—1)2n+1)  (2n+1)(2n+3)
n 1

ol @nrnEn+3)

1 n 1
= n
2n+1 2n+ 3

2n® +3n+1
(2n+1)(2n +3)
_ @n+1)(n+1)
 (2n+1)(2n +3)

_n—l—l
T o2n+3
1 1 1 n
Conclusion : Vn > 1, — 4+ — 4 --- _ .
oncusion : vn = L et st G T ey ) 2nad
1 1 1
6.PosonsAn:§+§+---+mpourtoutnzl.
1

1
—Pournzlonabienﬁ:m



1
— Supposons que 4, =1 — o pour un certain n > 1. Alors
n

/S S
T2 23 nn+1)  (n+1)(n+2)
1 1
:1—
n+l (n+1)(n+2)
1
=1- -
n+1 n -+ 2
1 1 n+1
N n+1ln+2
1
:]_—
n+2
11 1 1
Conclusion : Vn > 1, —— 4 —— 4 oo ————— =1 — ——.
oncusion = ¥n = L ot o Tt L) nt 1

7. Posons A, = 1.(1!) + 2.(2!) + - - - + n.(n!) pour tout n > 1.
— Pourn=1onabien 1.(1) =2+ 1) -1
— Supposons que A,, = (n + 1)! — 1 pour un certain n > 1. Alors
Appr =110 +2.2) 4+ +n(n)+ (n+1)(n+ 1))
=(n+1)=1+n+1)((n+1))
=n+D)!(1+n+1)-1
=(Mn+2)! -1

Ainsi : Vn>1, 1.(1N+2.2)+ - +n.(nh)=mn+1)! - 1.

Exercice 15
Montrer que pour tout n € N on a :

1. 7" — 1 est divisible par 6.

2. 32n+l 4 9n+2 est divisible par 7.
3. 22" 4+ 15n — 1 est divisible par 9.
Réponse 15

1. — Pour n = 0 le résultat est vrai.
— Supposons qu’il est pour un certain n € N. Il existe alors un k € N tel que 7"—1 = 6k.
Ainsi,
1 =77 -1

=(6+4+1).T-1

=6.7"+ (T —-1)

=6.7" + 6k

=6(T"+k)

Donc 7*+! — 1 est divisible par 6.
Conclusion : Pour tout n € N, 7" — 1 est divisible par 6.

2. — Pour n = 0 le résultat est vrai.



— Supposons qu’il 'est pour un certain n € N. Il existe alors un k € N tel que 327! +
2n+2 = 7k. Ainsi,

32n+3 + 2n+3 — 9.32n+1 + 2.2n+2
— 7.32n+1 + 2.32n+1 + 2.2n+2
— 7.32n+1 + 2 (32n+1 + 2n+2)
=737t 27k
=7(3* 4+ 2k).

Donc, pour tout n € N, 22" + 15n — 1 32713 4 2713 egt divisible par 7.
Conclusion : Pour tout n € N, 32+1 4 2n+2 est divisible par 7.
3. 22" + 15n — 1 est divisible par 9.
— Pour n = 0 le résultat est vrai; car 0 es divisible par 9.

— Soit n € N et supposons que 22" 4+ 15n — 1 est divisible par 9. Il existe alors un k € N
tel que 22" 4+ 15n — 1 = 9k. Ainsi,

2200+ L 15(n41) —1 =4.22" 4 15n + 14
=4(22" +15n — 1) — 45n + 18
= 4.9k — 45n + 18
=9(4k — bn + 2)

Donc 22"t 1 15(n + 1) — 1 est divisible par 9.
Conclusion : Pour tout n € N, 22 + 15n — 1 est divisible par 9.

Exercice 16
Montrer que le produit de n entiers consécutifs de N est divisible par n!, ou n € N*.

Réponse 16
Il s’agit de montrer que le nombre Ay, = k(k+1)---(k+n —1) est divisible par n!, pour tout
k € N, et tout n € N*, avec bien entendu Ay ; = k. Montrons ce résultat par récurrence sur n.

— Pour n =1 le résultat est évident ; pour tout k € N, A, ; = k est divisible par 1! = 1.

— Soit n € N* et supposons que Ay, est divisible par n! pour tout £ € N. Montrons alors
que Ag 41 est divisible par (n + 1)! pour tout £ € N.
— Pour k=0 on a Ag n+1 = 0, donc divisible par n(n + 1)!.
— Soit k € N et supposons que Ay, 11 est divisible par (n + 1)!. Donc donc A ny1 €t
Ajy1,n sont de la forme Ay 41 = (n+ 1)ld et Agq1,, = nld" avec d,d’ € N. 11 suffit
de montrer que Ap41 41 est divisible par (n + 1)!. En effet, ,

Apsinsr =k+1)(k+2)---(k+1+n)
=k+D(k+2)--(k+n)k+1+n)
=k(k+1)(k+2) - (k+n)+

(1 +n)(k+1)(k+2) - (k+n)
= Ak,n+1 + (’II + 1)Ak:+1,n
=n+1)ld+nld(n+1)
=n+1ld+ (n+ 1)l
=m+1(d+d)

Donc Ag41 n41 est bien divisible par (n + 1)!.

En conclusion : le produit de n entiers consécutifs de N est divisible par n! pour tout n € N*.




Exercice 17
Montrer que pour tout entier n > 1 on a :

1. Va >0, (1+a)”>1+na.

n—+ " - . L
2. n!l < ( 5 > . on pourra utiliser la question précédente 1.

Bt ot >
' 22 n? = 2n+1
4. 2n S 2n+1 _ 2n—1 -1
1 1 1 1 1 1
1= -)1=-2) (1= =) >~
1 1 1 1 n
ot oo >14 2
6 1+ttt o 214y
70120 (2n 4+ 1)! > ((n+ 1)L
Réponse 17
1. Soit a > 0.
— Pour n =1 le résultat est bien vérifié; (1+a)’ =1+ 0.a = 1.

(I+a)"* =(1+a)(l+a)
> (14 a)(14 na)
— Soit n > 1 et supposons que (14+a)™ > 1+na. On a alors =14 na+a+ na’
>1+a+na
>1+(n+1)a
Ainsi : Va >0, (1+a)”>1+na.
2. — Pour n =1 le résultat est vrai.
. TL+1 n Tl+2 n+1
— Soit n > 1. supposons que n! < 5 et montrons que (n + 1)! < 5 )
On a
(n+1)! =nln+1)
1 n
< (”; ) (n+1)
_ (n+ 1)t
= o
1 n+1 2 n+1
On est ramené & montrer que (n +2n) < ( n; ) . Or,
n+1 n+1 n+1
(n+1) - n+2 o 9< n+2
o =\ 2 “\n+1

1 n+1
& 2< <1+>
n+1

Ce qui est vrai d’apres la question précédente 1 en prenant a =

1 n
D’ou : Vn > 1, n!§<n;L > .

n+1’

3. — Pour n =1 le résultat est bien vérifié puisque 1 =

21+1



1 1 3
— Soit n > 1. Supposons que 1 + — + -+ — > "

et montrons que 1 + +

) 5 5 22 n? — 2n+1 22
n +
= > .0 :
Tor2 T s O
T AIUPIE S S S S S
22 (n+1)2 322 n2 = (n+1)2
n
>
72n—|—1+(n+1)2
Or,
3n 1 3n+3 1 3n+3 3n
+ > < > -
2n+1 (n+1)2 ~ 2n+3 (n—gl)2 2n+332n+1

(n+1)2 = (2n+3)(2n+1)

3

& (2n+3)2n+1) > 3(n+1)?
& 4n?+5n+3>3n?+6n+3
s n2>n
& n>1
1 1 3n+3
Ce qui est vrai. Donc1+27+-~-+(n+l)2 = 2213-
1 1 3
D’oﬁ,pourtouthlonalJrQQJr Jrﬁ_Qnil
4. — Pour n =1 le résultat est vrai; 2! =21+t —21-1 1 =2,

— Soit n > 1 et supposons que 2" < 2"*t! —27n~1 _ 1 Montrons alors que 2"t <
2nt+2 27 1. On a

antl = 99n
<2(2mtt—2nml —1)
=2nt2_9n 2
— 2n+2 —_9on _ 1

Dot : Vn >1, 2" <2ntl _on=1_ 1

1 1 1 1
5. Posons A, = (1 — 7)(1 - Z)(l - §) -(1— 2—”) pour tout n > 1.
1 1 1 1

— P =1 le résultat est i; flet Ai=1—-=-+4+—=—.
our n e résultat est vrai; en effet A; 5 4+21+1 5

1 1
— Supposons que A, > 1 + ontl pour un certain n > 1 et montrons que A,;1 >
1 1
1 + — oniz’ On a

An+1 2n+1 )

=An(1

1 1 1
(4+2n+1> f—ZnJrl);carl—TWrl >0
1

+ — —_
n+1 n+3 2n+2
iL 2 1 2 1 2 1

Y

1 1
=+ — + - -
n+2 n+2 n+1 n+3 2n+2
il 2 1 2 1 2 1 2 1 2
Z + 2n+2 + 2n+2 - 2n+3 - 22n+2




1 1 1
277,+2 - 2n+3 - 22n+2

Il suffit donc de montrer que > 0. En effet
1 1 1 n n—1
2n+272n+3722n+220 2" =2 7120
27 2-1)-1>0
sl _1>0
ool >

1 1
ce qui est vrai. Donc, 4,11 > - + —

— 4 2n+2'
. 11
Dou:Vn >1, A"ZZ+2”+1'
1 1 1 1
6.PosonsAn:1+§+g+Z+---+2—npourtoutnzl

— Pour n =1 le résultat est évident.

n . n+1
— Supposons que A, > 1+ 5 pour un certain n > 1 et montrons que A,4+1 > 1+ 5

On a

1
1+2n+"'+2n+1

n 1 1
>14 -4 — - 4= L.
- Jr2111—1—2"+21—&—2”Jr Jr21"+1
n
>1 _Z e
> 1+ 5 2+1+2n+ +2n+1

AnJrl =A, +

+

1 1 1
11 suffit flonc dle montrer que —3 + 4o 4+ GYESY > 0, ou encore que

---—l—WZg.Eneffet

1+42n

1 1
1+2n = 20+l

Y

1 1
242n T gl

Y

1 > 1
2n+1 — 2n+1
o1 1 1 . n+1
ou, m—«—nwf— TS >2 ol = 5 et par sulteAanZl—i-T.
1 1 1 1 n
Conclusion : Vn>1, 1+ =+ -+ -4+ -4+ —>1+4+ —.
onclusion n>1, +2—|—3—|—4—|— —|—2n_ —|—2
7. Posons A,, = 112!---(2n 4 1)! pour tout n > 1.
— Pour n =1 le résultat est évident; 112!3! =6 > ((1 + 1)) = 4.
— Supposons que A4, > ((n + 1)!)"*! pour un certain n > 1 et montrons que A, 5 >

((n+2))"*2. On a

d’

=A4,.2n+2)!(2n + 3)!
> ((n+ )H" T (2n + 2)!(2n + 3)!

AnJrl
On est ramené alors & montrer que
B, > ((n+2)H"2; ou B, = ((n+ 1))" 1. (2n 4 2)!(2n + 3)!.
Comme ((n + 2)1)"*2 = ((n + 2)!)"*1((n + 2)!) alors,
B, > ((n+2)H"*? < 2n+2)!(2n+3)! > (n+2)"T1.(n + 2)!

& (2n+ 2)!m > (n + 2)"+!



(2n + 3)!

or (n+2)! =(n+3)(n+4)--(2n+3), et
n+3 >n+2
n+4 >n—+2
2n+3 >n+2
donc

(n+3)(n+4)---(2n+3) > (n+2)"+

et par suite

(2n + 3)!

(n+2)!
Ainsi B, 11 > ((n+2)H)n+2.

Conclusion : Vn > 1, 112!---(2n+ 1)! > ((n + 1))+

(2n +2)! > (2n+2)!(n +2)"T > (n+2)"

Exercice 18
Soit la suite (2, )n>1 définie par : 1 =1 et Ty =

¥ Montrer que
TE + 2

1
n—1°

Yn>1, x,=

Réponse 18

Le résultat étant évident pour n = 1, supposons qu’il I’est pour un certain n > 1 et montrons
qu’il I’est pour n + 1. En effet,

Ln

- Ty +2
xn (2" —1)

(zn +2)(27 = 1)
D

T oontZ )

Tn41

Le résultat est donc bien vérifié pour n + 1. En conclusion, Vn > 1, =z, =

Exercice 19
Considérons la suite réelle (uy), -, définie par vy = 2, u; = 3 et pour up42 = 3upt1 — 2uy,
tout n € N. Montrer que B

vneN, u, =2" + 1.

Réponse 19
On a bien ug =2° +1 =2 et u; = 2! +1 = 3. Supposons que pour un n € Non a u, = 2" + 1
et u,y = 2"T1 4+ 1, et montrons que u, 4o = 2”2 + 1. Effectivement,

Un42 = 3un-‘,—l - 2u,
32"t 4+1) —2(2" +1)
327+l 43 —ontl _9
2.2t 1
=2"t2 41



Conclusion : Vn € N, u,, = 2" + 1.

Exercice 20
Donner une expression simple de

Réponse 20

1 2 3 4
— On a Sy = 2’ S, = 3’ Sy = 1 et S3 = 5 Remarquons que, pour ces premieres
+1 . .
valeurs, S,, est de la forme S,, = st Supposons donc que, un certain n € N, on a bien
n
n+1 D
= . Dans ce cas,
" n42
1
Sn-l—l = Sn +

Finalement, pour tout n € Non a S,, =

Exercice 21
soit (un)n, une suite réelle telle que

UO:1

1
VneN, upp1 = (14

n+1

)t

Donner I'expression général de u,,.
Réponse 21
On a ug =1, u; = 2 et uy = 3. Supposons que pour un n > 0 on a u,, = n+ 1. Dans ce cas on a

Y = (14 ——Y(n+1)=n+2

M =(1
U1 = (1+ n+1

n+1
Ainsi, Vn € N, u, =n+1




Exercice 22
On consideére la fonction f (dite d’Ackermann) définie sur N? par :

Yn >0, f(0,n)=n+1,
Ym >1, f(m,0)= f(m—1,1),
Ym,n >1, f(m,n)= f(m—1,f(m,n—1)),

Montrer que pour tout n € N on a :

Réponse 22
Montrons chacune de ces identités par récurrence sur k.

— Pour k=0ona f(1,0) = f(0,1) =2 = 0 4 2. Supposons que pour un certain k¥ € N on a
f(1,k) =k + 2. Dans ce cas on aura f(1,k+1) = f(0, f(1,k)) = f(0,k+2) =k + 3. On
peut conclure donc que :

VkeN, f(l,k)=k+2.

— Pour k=0ona f(2,0) = f(1,1) =1+ 2 = 2.0+ 3. Supposons que pour un certain k € N
on a f(2,k) = 2k + 3. Dans ce cas on aura f(2,k+ 1) = f(1, f(2,k)) = f(1,2k+ 3) =
2k +542(k +1) + 3. Ainsi :

VkeN, f(2,k)=2k+ 3.
— Pourk =0ona f(3,0) = f(2,1) = 2.14+3 = 293 3. Supposons que pour un certain k € N
on a f(3,k) = 283 — 3. Dans ce cas on aura f(3,k+1) = f(2, f(3,k)) = f(2,2"3 —3) =
2(2F+3 — 3) + 3 = 2(k+1)+3 _ 3. Ainsi :

VkeN, f(3,k) =233

Exercice 23

1. Montrer que Vn € N, (n+4)2 —(n+3)2 - (n+2)2+(n+1)?2=4

2. En déduire que tout entier m peut s’écrire comme somme et différence des carrés 12,22,32,... . n

pour un certain n.

Réponse 23

1. Car pour pour tout n € N on a
m+4)?*—m+32=2n+Tet (n+2*+(n+1)>=2n+3

2. On a déja
1=12
3=22-12,
2=12-22432-4=12-224+32 -4 - 52 - 624 77

Ainsi le résultat est vrai pour 1,2, 3 et 4. Soit m € N*. La division Euclidienne de m par
4 g’écrit : m = 4n +r avec 0 < r < 3. Donc, d’apres 2, r s’écrit sous la forme

k
r= g €1
i=1

2



oueg; ==x1let k=1,2o0u 7. Il suffit de montrer que 4n s’écrit sou la forme :
l
4n = Z €41
i=k+1

oul € N* et ¢; = £1. D’apres la premiere question, ce résultat est vrais si n = 1. Supposons
qu’il ’est pour un certain n € N*. Dans ce cas

An+1) =4n+4

l

i=k+1
l
=442 - (1+32 = (+22+ 1+ 12+ > e
i=k+1
I+4
= Z Eﬂ'
i=k+1

d’ou le résultat.

Exercice 24
On se propose d’établir par deux méthodes que

vn € N* Jl(p,q) € N?; n=2P(2¢+1)
Pour cela, pour tout n € N* fixé on pose
A, ={m e N /2™ divise n}.

1. L’unicité
(a) 1-ére méthode : On suppose qu’il existe deux couples (p, q) € N2 et (p/,q’) € N? tels
que n = 2P(2g 4 1) = 2P (2¢' + 1). Montrer que p = p’ puis ¢ = ¢’ puis conclure.
(b) 2-éme méthode : n € N*. Montrer que s'il existe un couple (p,q) € N? tel que n =
2P(2¢q + 1) alors p = max A,, puis conclure.
2. L’existence
(a) I-ére méthode : Montrer que A,, admet un plus grand élément p, et en déduire que n
peut écrire sous la forme n = 2P(2¢ + 1) avec ¢ € N
(b) 2-éme méthode : Procéder par récurence forte.

Réponse 24

1. L’unicité

(a) I-ére méthode : On suppose qu’il existe deux couples (p,q) € N? et (p/,q') € N2
tels que n = 2P(2¢ + 1) = or' (2¢’ + 1). Supposons que p < p’. Dans ce cas 2q + 1 =
2p/’p(2q’—|—1) ce qui montre que 2¢+1 est un nombre pair. Ceci étant faux, alors p > p'.
De la méme fagon on a p < p’, donc p = p’. On en déduit alors que 2¢+1 = 2¢’+1 puis
q = ¢'. Finalement, en cas d’existence, le couple (p,q) € N? vérifiant n = 2P(2¢ + 1),
est unique.

(b) 2-éme méthode : n € N*. Supposons qu’il existe un couple (p,q) € N2 tel que n =
2P(2q + 1). I est clair alors que 2P divise n. Supposons qu'il existe un entier p’ > p
tel que 2P divise n. Dans ce cas n s’écrit sous la forme n = o'k avec k € N*. Ainsi



n=2P(2¢+1) = 2P'[; puis 2¢+1 = 2P'~Pk. Ceci est contradictoire car 2g+1 est impair
’ 1 n
et 2P “Pk est pair. Donc p = max A,, et p est alors unique. Comme ¢ = 3 (273 — 1)
alors ¢ est & son tout unique. D’oll, en cas d’existence, le couple (p,q) € N? vérifiant
n = 2P(2q + 1), est unique.
2. L’existence
(a) I-ére méthode : Soit n € N*. L’ensemble A,, = {k € N /2¥/n} est non vide car il
contient 0, et il est majoré par n, donc il admet un plus grand élément noté p. Par
définition de p, on a 2P /n, donc il existe m € N tel que n = 2Pm. Si m est pair alors m
s’écrit sous la forme m = 2s avec s € N. Dans ce cas, n = 2Pt ls et alors p+1 € A,,,
ce qui contredit la définition de p. Donc m est impair et par suite il existe ¢ € N tel
que m = 2q + 1. Ainsi, n = 2P(2g + 1).
(b) 2-éme méthode :
— Pour n =1 le résultat estt vrai, p = ¢ = 0.
— Supposons que ce reste reste vrai jusqu’a un certain n > 1, c’est a dire qu’il est
vrai pour tout k € [[1,n]. Deux cas se présentent,
— Sin+ 1 est impair, alors il est de la forme n + 1 =2¢ + 1 pour un ¢ € N.
— Si n + 1 est pair, alors il est de la forme n 4+ 1 = 2k pour un k£ € N*. Dans
ce cas, 1 < k < n. D’aprés 'hypothése de récurrence, k est de la forme
k = 2P(2q+ 1) avec p,q € N. Ainsi n + 1 = 271 (2g + 1) et le résultat est
établit a 'ordre n + 1.

En conclusion, Vn € N* 3(p,q) € N%; n =2P(2¢ +1).

Exercice 25
Soit f une application de N vers N telle que

VneN, f(f(n)) < f(n+1).

On veut montrer que f est 'application identique.
1. Montrer que : Vn € N,Vm € Nym > n = f(m) > n.

2. Soit n € N. Justifier pourquoi 'ensemble 4,, = {f(x) , x > n} admet un plus petit élément
de la forme f(a) pour un certain a € N, puis montrer que n = a.

3. En déduire que f est strictement croissante.
Conclure.

Réponse 25

1. Raisonnons par récurrence sur n
Initialisation : Sin =0,onaVa >0, f(z) > 0 car f est a valeurs dans N, d’ou le résultat
pour n =0
Hérédité : Soit n € N* et supposons que

YmeN,m>n= f(m)>n.

Soit m > n+ 1. On a alors m — 1 > n et par suite, d’apres hypothese de récurrence, on a
fm—=1)>mnet f(fim—1)) > n. Or f(f(m —1)) < f(m), donc f(m) > n c’est a dire
que f(m) >n+ 1 d’ou le résultat a 'ordre n + 1.

Ainsi, Vn € NyVm € Nym > n = f(m) > n.



2. L’ensemble A,, est une partie non vide de N car f(n) € A, donc elle admet un plus petit
élément de la forme f(a) avec a > n. Supposons que a > n. Dans ce cas a — 1 > n et par
suite f(a — 1) > n. Ceci montre que f(f(a — 1)) € A, et puisque f(a) = min 4,,, alors
f(a) < f(f(a—1)). Or par hypotheése on a f(f(a — 1)) < f(a), ce qui est contradictoire.
Comme conclusion, f(n) = min 4,.

3. Soit n un entier naturel. On a n+1 > n, donc f(n+1) € A, et par suite f(n+1) > f(n).
si f(n+1) = f(n) alors d’apres la question précédente on aura n = n+1, ce qu’est absurde
, donc f(n+1) > f(n) et f est alors strictement croissante.

4. Soit n un entier naturel. Puisque f est strictement croissante et f(f(n)) < f(n + 1) alors
f(n)) <n+1; cest a dire que f(n) < n. Or, d’apres la question 1 ona f(n) > n, donc
puis f(n) = n. Conclusion : f est Papplication identique.

Exercice 26
Trouver 'erreur dans le raisonnement de récurrence suivant :
Soit P(n), pour n € N, la propriété : « n points quelconques du plan sont toujours alignés, »

— Pour n =1 et n =2 la propriété P(n) est vraie.

— Soit m > 2 supposons la propriété établie au rang n. Considérons alors n + 1 points
deux a deux distincts A, Ag, -+, Apy1. D’aprés 'hypotheése de récurrence, les points
Ay, Ag, -+, A, appartiennent a une méme droite D. De méme, les points As, As, -+, Apy1
appartiennent & une méme droite (D’). Or (D) et (D’) contiennent deux points distincts
As et A, donc (D) = (D’). Ainsi Ay, Ag, -+, Ap41 sont alignés. D’ou le résultat est vrai
au rang n + 1.

— Conclusion : pour tout n € N, n points quelconques du plan sont toujours alignés.

Réponse 26
Le raisonnement est faux parce qu’on en supposant que le résultat est vrai pour un certain n,
rien ne garantit que A, et A,, soient deux points distincts; ce qui est bien le cas lorsque n = 2.




Chapitre 2

Ensembles et applications

2.1 Inclusion, opérations sur les ensembles

Exercice 27
Soit E un ensemble et A, B, C trois parties de E. Montrer que :

1. (AnB)\C=(A\C)Nn (B/C).
2. (AUB)\C=(4/C)u(B\C).
3. (A\B)\C = (4\C)\(B\C) = 4\ (BUC).
4. AN(BAC)=(ANB)A(ANCO).
Réponse 27

1. — Soit z € E. Alors

reANB
x¢C
reAetz ¢ C
r€Betx¢C
xeA\C
54

x € B\C
szxe(AnB)\C.

re(ANB)\C <

-

2. (AuB)\C =(AuB)NC%
(AnC%)u(BNCLE
(A\NC)U(B\C).
3. — Soitz € (A\B)\C.Doncx € (A\B)etx ¢ C. Ainsi,x € A,z ¢ Betx ¢ C et par la
suite z € Aet x ¢ BUC, c’est a dire que x € A\(BUC). Donc (A\B)\C C A\(BUC).
— Soit z € A\ (BUC). Donc z € Aet x ¢ BUC, ce qui est équivalent a dire z € A et
x¢ Betx ¢ C. Ainsi, v € A\ C et z ¢ B. Et comme B\ C C B, alors z ¢ B\ C.
On en déduit que z € (A\ C)\ (B\ C). Dot A\ (BUC) C (A\C)\ (B\C).
— Soit x € (A\C)\ (B\C). Donc z € A\ C et z ¢ B\ C. ceci veut dire que z € A,
x ¢ Cet(x ¢ Boux € C. Et comme z ¢ C, alors x € A, z ¢ C et x ¢ B.
Dou, x € (A\ B) et ¢ C, ce qui équivalent & dire quex € (A\ B) \ C. Ainsi
(ANC)\(B\C) C (A\B)\C.
Conclusion : (A\ B)\C =(A\C)\(B\C)=A\ (BUCQO).

Donc (ANB)\C = (A\C)n(B/C).

20



4. — Soit x € AN(BAC). Donc x € Aet x € (BAC. Doux € B\C ouz € C\ B.
Siz € B\Calorsx € Bet x ¢ C. On en déduit que z ¢ AN C, et sachant
que z € A, on a z € AN B. Ceci montre que z € (ANB)\ (ANC).Siz e C\ B,
le méme raisonnement montre que z € (ANC)\ (ANB) et alors x € (ANB)A(ANC).

— Réciproquement, soit x € (AN B)A(ANC). Donc, x € (ANB)\ (ANC)ouzx €
(ANC)\ (AN B).
— Premier cas : Siz € (ANB)\(ANC). Dans cecas,x € A,z € Bet x ¢ (ANC).
Comme z € Aet x ¢ (ANC) alors x ¢ C. Ceci montre que z € A x € A et
x ¢ (ANC)alors x € B\ C C BAC.
— Deuziéme cas : Siz € (ANC)\ (AN B). De la méme maniére que précédemment,
on montre que z € C'\ B C BAC.

Conclusion : AN (BAC) = (ANB)A(ANC).

Exercice 28
Soit E un ensemble et A, B, C, D des parties de E. Montrer que :

1. A=B<«<—= AnB=AUB.

.A\B=A<= B\A=B.

. ACB<+= BCA.

.ANB=0<+= ACB.

.AUB=E<+= ACB.

.A\B=A<+<= B\ A=B.

.(AUBCAUCet ANBCANC)= BCC.
.(ANB=ANnCet AUB=AUC)= B=C
.(ANB=AUCet AUB=ANC)=A=B=C

10. (ACcC, BC D, AUB=CUDetCND=0)=(A=Cet B=D).
Réponse 28

© 00 N O U k=W N

1. L’inclusion directe étant évidente, nous montrons I'inclusion réciproque. Supposons donc
que ANB = AUB et montrons que A = B. En effet, On sait que A ¢ AUB et ANB C B,
dong, puisque AUB = ANB, alors A C B. De la méme fagon, B C A et finalement A = B.

2. On a _

A\B=A ©ANnB=A
s ACB
& BCA
& BCA
& BNA=B
< B\A=A
Conclusion : A\ B= A<= B\ A=B.

3. — Supposons que A C B et considérons € B. Si € A alors , puisque A C B on
aura x € B, ce qui est faux car x € B. Donc x ¢ A; c’est a dire que x € A. Donc
AcCB= BCA.

— D’apres I’'étape précédente on a :
BCA =ACB
= ACBACB

En conclusion : A € B<= B C A.



— Supposons que AN B = (). Dans ce cas, pour tout x € A on a x ¢ B et par suite
x € B. Ainsi, A C B.
— Supposons, par contraposée, que AN B # () et soit x € ANB. Alors, v € Aet x € B,
donc z ¢ B, ce qui montre que A ¢ B.
Dou: ANB=0<+= ACB.
. En effet,

AUB=F & AUB=0
& ANB=10
& A C B = B; c’est d’apres la question précédente

Ainsi: AUB=FE < AC B.

. Supposons que AUB C AUC et ANB C ANC et soit z € B. On étudiera les deux cas,
reAetar ¢ A

— Supposons que z € A. Dans ce cas, ¢ € AN B, et comme AN B C ANC alors
x € ANC et par suite z € C.

— Supposons maintenant que x ¢ A. Puisque z € A et A C AUB C AUC alors
x € AUC. Et comme x ¢ A alors z € C.

Finalement, dans les deux cas x € (', ce qui acheve la preuve.

. Supposons que ANB=ANC et AUB = AUC. on applique la question précédente on
a B C C. Comme B et C jouent des roles symétriques, alors C C B puis B = C'

. Supposons que ANB=AUC et AUB=ANC. Onsait que AC AUC et ANB C B.
Comme on a supposé que AUB = ANC, alors A C B. Aussi, puisque B C AU B,
AUB=ANCet ANC C C, alors B C C. Il reste & montrer que C C A. De la méme
facon, C C AUC = AN B C A. D’ou le résultat.

. Supposons que A C C, BC D, AUB=CUD et CND = (.1 suffit de montrer que
C CAet DC B. Soit z € C. Puisque C CCUD, AUB =CUD, alors x € AU B;
c’est & dire que x € A ou z € B. Et comme CND =0 et z € C alors ¢ ¢ D. Sachant
que B C D, alors « ¢ B. Ainsi z € A, ce qui montre que C C A. De la méme fagon on a
D C B. Fin de la démonstration.

Exercice 29

Soit , B des parties de E. Simplifier les expressions suivantes :
1. (ANB)U(ANB)U(ANB)U (AN B).
2. AU(ANB)U(ANBNC)
3. A\(4A\B)

Réponse 29

1. D’apres les lois de Morgan on a :

(ANB)U(ANB) =(AUA)NB
=FENB
=B
On en déduit que (AN B)U (AN B) = B puis

AU(ANB)U(ANBNC)=BUB=E



2. On a - -
AU(ANB)=(AUA)N(AUB)=EN(AUB)=AUB

En appliquant ce résultat, AU B jouant le role de A et C jouant le role de B on aura :
(AUB)U(ANBNC)=(AUuB)U(AUBNC)=AUBUC

Donc AU(ANB)U(ANBNC)=AUBUC

3. A\(A\B) =AnANnB
= AN (AUB)
=(AnA)U(ANB)
=QU(ANB)
=ANKB

Exercice 30
Soit E un ensemble non vide. A chaque partie A de E, on fait assoicier 'application caractéris-
tique x4 définie par :
xa: E — {0,1}
1, sizeA

T
0, siz¢A.

Montrer que pour toutes parties A et B de F on a :
A=B<+= x4 =XB-

XANB = XAXB-

XAUB = XA+ XB — XAXB

xz=1-—xa

XA\B = XA — XAXB-

- XAAB = |xa — XB|

Réponse 30

S G N

1. — Supposons que A = B et soit x € E.
— Sixz € Aalors ya(x) = xp(z) =1,
— siz ¢ A alors xa(z) = xg(zx) =0.
Donc, dans les deux cas on a x4(z) = xp(z) et par suite x4 = x5-
— Réciproquement, supposons que x4 = xp et soit x € E. Alors,

reA e xalr)=1
< xp(r) =1, car xa = xB
SreB

Ainsi A = B.
Finalement : A = B <= x4 = XB-
2. Soit x € E.
— € AN B alors xa(z) = xp(z) =1 et par suite xanp(x) = xa(z)xs(zr) = 1.
— Six ¢ ANBalors x ¢ Aouxz ¢ NB. Donc xa(z) = 0 ou xp(z) = 0 et par suite
Xans(z) = xa(z)xs(r) = 0.
Dans tous les cas xanp(z) = xa(z)xs(x), donc xans = xXaXB-
3. Soit z € E.



Sixz € Aet x € B alors xa(z) =
xa(z) +xp(@) — xal@)xp(r) = 1.

Siz¢ Aetx ¢ B alors x4(z) = 0= xp(z) = xaup(x) = 0 et par suite xaup(z) =
xa(@) + xs(z) — xalz)xs(z) = 0.

Sixz e Aetx¢ Balors xya(xz) = xaup(x) =1 et xp(x) =0 et par suite xaup(z) =
xa(@) + xs(r) = xalz)xp(@) = 1.

De la méme maniere, si z € B et x ¢ A on aura yaup(x) = xa(r) + xB(T) —
xa(@)xs(z) = 1.

xB(x) = xaup(xz) = 1 et par suite xaup(x) =

Ainsi, xauB = X4 + XB — XAXB-
4. Soit x € E.

Siz € Aalors ¢ A et par la suite x4 (z) = 1 et x7(x) = 0 puis x5(z) = 1—xa(z) =
0.

Siz ¢ Aalors z € A et par la suite xa(z) = 0 et xz(z) = 1 ce qui implique
xz(z) =1—xa(z) =0.

Conclusion : x7 =1— xa

5. D’apres ce qui précede on a

XA\B = XanB
= XAXEB
=xa(1—-xB)
= XA — XAXB

6. Soit x € FE.

Siz e Aetx e Balors x ¢ AAB. Dans ce cas xa(z) = xg(z) =1 et xanp =0et
par suite xanp(7) = [Xa@) — xB(7)| = 0.

Siz ¢ Aet x ¢ B alors x ¢ AAB. Dans ce cas xa(z) = xp(x) = xaap = 0 et par
suite xaaB(T) = [Xa@) — xB(7)] = 0.

Size Aet x ¢ B alors z € AAB. Dans ce cas xg(z) =0 et xa(z) = xanp =1 et
par suite xanp(7) = |xa@) — xB(T)| = 1.

Siz e Betax¢ Aalors x € AAB. Dans ce cas xa(x) =0 et xp(z) = xaap =1 et
par suite xanp(7) = |xa@) — xB(¥)| = 1.

Conclusion : xaap = |xa — XB|

2.2 Applications injectives, surjectives, bijectives

Exercice 31 Solution

Soit 'application f: R — R

2x

[ G
1+ 22

1. Etudier la nature de f, est elle injective ? surjective ? bijective ?

2. Montrer que f(R) =[-1,1].

3. Montrer que lapplication ¢: [-1,1] — [—1,1] est bijective.
—

Réponse 31

2z
1+ 22

T




1. Soit y € R et résolvons dans R I’équation f(z) =y. Pour tout x € Ron a: f(z) =y <
yx? — 2z +y = 0. Pour y = 0 I’équation admet une unique solution = = 0, et pour y # 0
on calcule le discriminant simplifié A’ = 1 —y2. On peut déduire alors que si |y| < 1 alors

—J1=2 )
uet@fu,et

I’équation admet deux solutions distinctes z; =
Y Y
si |y| > 1 alors I’équation n’admet aucune solution, ety = + alors I’équation admet une
unique solution z = — = y. De 1, n’est ni injective ni surjective.
Yy
2. Le calcul précédent montrer que, pour tout y € R, ’équation f(z) = y admet une solution
dans R si et seulement si y € [—1,1]. Ceci montre que f(R) = [-1,1].

3. Toujours d’aprés la premiére question, pour y = 0,1 ou —1, I"équation f(x) = y admet
une unique solution = y qui est dans [—1,1], et pour y €] — 1,1[\{0} elle admet deux

1—y/1—92 ot 2 14+4/1—92
S g = VI

Y
que 1 # +1 et x5 # +1 alors une seule solution est dans | — 1,1[. Remarque : Par un
calcul simple, ou en remarquant que |z1| < |z1|, on peut déduire que c’est 1 qui est dans
] — 1,1]. Conclusion : g est bijective.

solutions distinctes z1 = . Mais puisque z122 = 1 et

Exercice 32

Montrer que l'application f définie de N x N dans N par

fp,q) =p*+2pg+q*>+p

est injective. Est-elle surjective ?

Réponse 32
Soit (p, q), (k,1) € N? tels que f(p,q) = f(k,1). Donc (p + q)® +p = (k +1)? + k. Commencgons
par montrer que p+ g = k+1[. Pour cela, supposons que p+ g # k+1[. Sans perdre de généralité,
on peut supposer que p +¢q > k + [, ou encore p + ¢ > k + [+ 1. Dans ce cas,

f(p,q)

(p+q?+

k+l+1) +p
2424142k +2k+20+p
(k,)+1+2k+1+p

(k. 1)

Absurde. Donc p+ g = k + [, puis k = p et ensuite ¢ = [. Ainsi f est injective.

vl

(
k
f
f

Vol

Exercice 33
Soit E |, F et G des ensembles non vides, f une application de E dans F' et g une application
de F dans G .

1. Montrer que si g o f est injective, alors f est injective.

2. Montrer que si g o f est surjective, alors g est surjective.

Réponse 33

1. Supposons que go f est injective et soit (x,y) € E? tel que f(x) = f(y). Comme g est une

application on g(f(x)) = g(f(y)) c’est a dire que go f(x) = go f(y). Et comme go f est
injective, alors x = y, d’ou le résultat.



2.

Supposons que g o f est surjective et considérons z € (. Puisque g o f est surjective, il
existe x € F tel que go f(z) = z, ou encore, z = g(y) avec y = f(z). Donc g est surjective.

Exercice 34

Soit E un ensemble, f, g et h des applications de ' dans E. Montrer que :

1

B~ W N

Réponse 34

1.

2.

3.

4.

Si go f et hog sont bijectives, alors f, g et h sont bijectives.
Si hogo f et go foh sont surjectives et fohog est injective, alors f,g et h sont bijectives.
Si fof=f, etsif estsurjective ou injective alors f = idg.

Si fofof = fet festsurjective, alors f est bijective. quelle est son application réciproque

f

Supposons que go f et ho g sont bijectives. D’apres ’exercice précédent, puisque g o f est
surjective, alors g est surjective, et puisque h o g est injective, alors g est injective. On en
déduit alors que ¢ est bijective. En composant g o f avec g~ & gauche, et h o g avec g~ !
a droite, on déduit que f et h sont aussi bijectives.

Supposons que hogo f et go f oh sont surjectives et f o ho g est injective. De I'exercice
précédent, puisque hogo f et go f o h sont surjectives alors h, ho g, et g et go f sont
aussi surjectives. Et puisque f o h o g est injective alors g et h o g sont injectives. On en
déduit déja que g et h o g sont bijectives. En composant g o f o h avec g~! & gauche, et
fohogavec g a droite, on déduit que f o h sont est surjective et injective, donc bijective.
Maintenant, d’apres la question précédente, puisque h o g et f o h sont bijectives, alors f,
g et h sont bijectives.

Supposons que fo f = f.
— Supposons que f est surjective et considérons x € E. Il existe a € E tel que z = f(a).
Il S’ensuit que = = f(a) = f o f(a) = f(x).
— Supposons que f est injective et considérons z € E. On a f o f(z) = f(x), donc
f(f(x)) = f(z) et par suite f(z) =z
Ainsi f = idg.
Supposons que fo fo f = fet f estsurjective. Soit x € E. Il existe alors a € E tel que
x = f(a). Ainsi x = f(a) = fo fo f(a) = fo f(x). On en déduit que fo f =idg; c'est &
dire que f est bijective et f~1 = f.

Exercice 35

Soit F, F, G trois ensembles non vides et f une application de F vers F’

1.

2.

Réponse 35

Montrer que f est injective si et seulement si pour toutes applications g et h de G vers E
on a

fog=foh=g=h
Montrer que si f est surjective alors pour toutes applications g et h de F' vers G on a on a
gof=hof=g=h.

Que dire de la réciproque.




1. — Supposons que f est injective et soit g, h deux applications de G vers E tels que
fog= foh.Soit x € E. on aalors f(g(z)) = f(h(x)), et comme f est injective alors
g(x) = h(z). Donc g = h.
— Réciproquement, supposons que pour toutes applications g et h de F' vers GG on a on
a
gof=hof=yg=nh

et montrons que f est bijective. Soit donc x,y € E tels que f(x) = f(y). Considérons

les applications g et h de G vers E définies par g(t) = z et h(t) = y pour tout t € G.

Il est clair que fog= foh,dolu g=h et par la suite x = y. Ainsi f est injective.
2. — Supposons que f est surjective et considérons un x € F. Il existe a € F tel que

x = f(a). On a alors g(z) = go f(a) = ho f(a) = h(z). Donc h = g.

— Remarquons que si G est un singleton alors pour toutes applications g et h de F vers
G ona
fog=foh=g=h,

car dans ce cas, il existe une unique application de F' vers G, donc g = h. Cependant,
si F' n’est pas réduit a un singleton, il existe au moins une application f de E vers
F non surjective. On peut prendre par exemple F = F = {-1,1}, G = {1} et
f(1) = f(—1) = 1. Cela montre que la réciproque est fausse.

Remarquons aussi que si F' est un singleton alors la réciproque est vraie, car dans ce
cas il existe une unique application de E vers F et elle est surjective.

Montrons, par contraposée, que la réciproque est aussi vraie si G n’est pas réduit a
un singleton, donc contient au moins deux éléments distincts z et w. Supposons donc
que f n’est pas surjective et soit b un élément de F' n’ayant pas d’antécédent par f.
Considérons les applications g et h de F' vers G définies par

Yy € F, g(y) =z, VYye F\{b}, h(y) =z et h(b) = w.

Il est clair que go f = ho f et h # g. Donc, la réciproque est vraie si et seulement si
F est un singleton ou si G n’est pas réduit a un singleton.

Exercice 36
Soit E un ensemble non vide. Montrer qu’il n’existe pas de surjection de E dans P(E)

Réponse 36
Supposons qu'il existe une surjection f de E dans P(E). L’idée est de chercher un élément X de
P(FE) n’admettant pas d’antécédent par f dans E pour aboutir & une contradiction et conclure.
Posons X = {x € E /x ¢ f(x)}. Puisque f est surjective, il existe a € E tel que f(a) = X.
Deux cas se pressentent alors :

— Sia € f(a) =X alors a ¢ X = f(a),
— et sia ¢ f(a) =X alors par définition de X ona a € X = f(a).

Les deux cas sont contradictoires. Donc, il n’existe pas de surjection de E dans P(E).

2.3 Image directe, image réciproque d’une partie par une
application

Exercice 37
Soit F ,F deux ensembles non vides et f une application E dans F'. Montrer que :




Réponse 37

o U W

1.

Y(A,B) € P(E)?, AC B= f(A)C f(B).

¥(C,D) e P(F)?, Cc D= f~1C)cC f~(D).

V(4,B) € P(E)?, f(AUB) = f(A)U f(B)

V(C,D) e P(F)?, f~H(CUD)=f"HC)UfH(D)

(A, B) € P(E)?, f(ANB) C f(A)N f(B). A-t-on égalité?
V(4,B) € P(E)?, f~H(CND)=[f"HC)nf~H(D)

(V(A,B) € P(E)?, f(ANB) = f(A)N f(B)) < f est injective.

Soit (A, B) € P(E)? tels que A C B et soit y € f(A). Il existe alors x € A tel que y = f(x).
Comme z € A et A C B alors z € B et par suite y = f(x) € f(B). Donc f(A) C f(B).
Comme conclusion :

Y(A,B) € P(E)>,AC B= f(A) C f(B).

. Soit (C, D) € P(F)? tels que C C D et soit z € f~!(C). On a alors :

re fYO) = flx)eC
= f(x) e D;car C C D
=z e f~1(D)
Donc f~1(C) c f~4(D). Ainsi :

Y(C,D) e P(F)*,C c D= f*C)c fYD).

. Soit (A, B) € P(E)?. Comme A C AUB et B C AUB alors f(A) C f(AUB) et f(B) C

f(AUB), puis f(A)U f(B) C f(AU B). Pour la réciproque, considérons y € f(AU B). Il
existe alors © € AU B tel que y = f(x). puisque x € AUB alorsz € Aouz € B.Siz € A
alors y = f(x) € f(A) et par suite y € f(A)U f(B). Et si x € B alors y = f(x) € f(B)
et par suite f(x) € f(A) U f(B). Dans les deux cas y € f(A) U f(B) ce qui implique que
f(AUB) C f(A)U f(B). Finalement :

Y(A,B) € P(E)?, f(AUB)= f(A)U f(B).

. Soit (C,D) € P(F)?. Pour tout z € En a :

re€ f7Y(CUD) & f(x)eCUD
< f(x)eCou f(z) € D
sze f~YC)ouze f7HD)
szefH(C)UfHD)

Ainsi f~1(C)U f~Y(D) = f~1(C'U D).

. Soit (A,B) € P(E)?. Comme ANB C Aet ANB C B alors f(ANB) C f(A) et

f(AN B) C f(B) et par suite f(AN B) C f(A)N f(B).

En général, on n’a pas égalité. En effet, si f n’est pas injective, il existe x,y € E tels que
x £ yet f(z) = f(y). On prend alors A = {z} et A = {x}. Il s’ensuit que ANB = (), donc
(AN B) =0, mais f(A) N f(B) = {f(z)} # 0.

. (=) Clest déja fait dans la question précédente. En effet, supposons, par contraposée,

f n’est pas injective. Il existe alors x,y € E tels que z # y et f(z) = f(y). On
prend alors A = {2} et A = {z}. Dans ce cas, f(ANB) = 0; car AN B = (), mais

FANF(B) ={f(=)} #0.



(«=) Supposons que f est injective. On a déja f(ANB) C f(A)Nf(B). Soity € f(A)NSf(B).
Il existe donc (z, z') € AxB tel que f(z) = yet f(z') =y, donc f(z) = f(z). Puisque
f est injective, alors & = ' et par suite y € f(AN B), d’ol le résultat.

Exercice 38

Soit E ,F' deux ensembles non vides et f une application E dans F. Montrer que

1. VBCF, f1(B) = f\(B).

2. (VA eP(E), f(A) = m) < fest  Dbijective.

Réponse 38

1. Soit B C F. Pour tout z € E on a :

z€ fTH(B) © f(z)

Donc, f~1(B) = f~Y(B).

2. (=) Supposons que

VAEeP(E) . f(A)=f(A)

Posons A =0. On a A = E, donc f(E) = f(= f(§) =0 = F. Ainsi f est surjective.
Considérons (x,y) € E? tel que 2 # y et prenons A = {y}. Comme = € A alors
f(x) € f(A) = f(A) = F\ {f(y)}. Ceci montre que f(z) # f(y), et par suite f est

injective. Ainsi f est bijective

(<) Supposons que f est bijective et considérons une partie A de E.

Premiére méthode.

— Soit y € f(A). Il existe alors z € A tel que f(x) = y. Montrons que y € f(A).
Pour cela, supposons que y ¢ f(A); c’est a dire que y € f(A). Dans ce cas, il
existe 2’ € A tel que f(2') = y. Ainsi f(z) = f(z). Or f est injective, donc
=1’ ce qui faux car x € A et 2/ € A. Donc f(A) C f(A).

— Soit y € m et montrons que y € f(A). Comme f est bijective, alors il
existe un x € E tel que f(z) = y. Sachant que y € f(A), alors y ¢ f(A) puis
r ¢ A; cest a dire que # € A. Ceci montre que y € f(A) et en conséquence
f(A) C f(A).

Deuxiéme méthode. D’aprés D’apres les questions 3 et 7 de l'exercice 37 on a

F(AUA) = f(A)Uf(A) et f(ANA) = f(A) N f(A). Donc, f(E) = f(A)U f(A)

et f(0) = f(A) N f(A). Or f(0) = 0 et, puisque f est surjective alors f(E) = F.

Donc f(A)U f(A) = F et f(A) N f(A) = 0. En appliquant les questions 4 et 5

de lexercice 28 on déduit que f(A) C f(A) et f(A) C f(A), donc f(A) = f(A).

Exercice 39

Soit f une application d’un ensemble E dans un ensembles F' , A une partie de E et B une

partie de F' .

1. Montrer que A C f~*(f(A)). A-t-on égalité ?
2. Montrer que f(f~1(f(4))) = f(A).



3. Montrer que f(f~(B)) C B. A-t-on égalité ?

4. Montrer que f~1(f(f~1(B))) = f~4(B).

5. Montrer que (VA € P(E), f= (f ( )) = A) <= f est injective.
6. Montrer que (VB € P(F), f(f~1(B)) = B) <= f est surjective.
Réponse 39

9

1. On sait que pour tout € Eonaz € f~1(f(A4)) & f(z) € f(A). Or, pour tout z € A on
a f(z) € f(A) et par suite x € f~1(f(A4)). Donc A C f~1(f(A)). En général on n’a pas
d’égalité. En effet, les images des éléments de A par f peuvent avoir d’autres antécédents
par f n’appartenant pas a A si jamais f n’est pas injective. Ainsi par exemple, si f est
définie de R vers R par f(z) = |z| pour tout z € R et A =R, alors A # f~1(f(A)) =R.

2. D’apres la question précédente on a Pour tout z € Eona A C f~1(f(A)). on en déduit que
F(A) C f(f~1(f(A))). Soit maintenant y € f(f~1(f(A))). Il existe donc un z € f~1(f(A))
tel que f(z) = y. Comme x € f~1(f(A)) alors f(z) € f(A); c’est a dire y € f(A). Ainsi
F(F7Hf(A))) € f(A). Done f(f(f(A))) = f(A).

3. Soit y € f(f~1(B)). Il existe donc un = € f~(B) tel que f(x) = y. Puisque x € f~1(B)
alors y = f(z) € B. Dot f(f~(B)) C B. Pour I'égalité, il est clair que si B contient un
élément qui n’admet pas un antécédent par f (ce qui suppose que f n’est pas surjective),
alors f(f~1(B)) # B. En effet, prenons par exemple comme précédemment 1'application
f définie de R vers R par f(z) = |z| pour tout z € R, et B = R. Dans ce cas on a
f(f~Y(B)) = f(R) = RT # B. Ainsi, en général, on n’a pas égalité.

4. D’apres la questions précédente on a f(f~1(B)) C B. Ceci donne f~1(f(f~1(B))) C
(f~Y(B). Et d’aprés la question 1 du méme exercice, en prenant A = f~1(B) on a
F7UB)C A NB)). Diow Tégalité = f-(F(f~1(B))) = /- \(B).

5.  — Supposons que :

VA€ P(E), f7(f(A)) = A
Soit z,y € E tels que f(z) = f(y). Posons A = {z}. On a f(y) = f(z) € f(4),
donc y € f~1(f(A)). Or on a supposé que f~1(f(A)) = A, donc y € A = {x} ce qui
signifie que x = y. Ainsi f est injective.

— Supposons, par contraposée, qu’il existe une partie A C E telle que f~1(f(A)) # A.
On sait que A C f~(f(A)), donc il existe x € f~1(f(A)) tel que = ¢ A. Puisque z €
F7H(f(A)) alors f(z) € f(A), et ceci montre qu'il existe 2’ € A tel que f(x) = f(2').
Il est clair que x # o’ ; car 2’ € A et x ¢ A. f est alors non injective.

Ceci acheve la preuve.

6. (VB € P(F), f(f~1(B)) = B) < f est surjective.

— Supposons que :
VB e P(F), f(f~(B)) = B.
Prenant B = F. Alors f(f~Y(F)) = F. Or, f~}(F) C E et par suite f(f~1(F)) C
f(E). Ceci montre que F C f(E). Ainsi f est surjective.

— Supposons que f est surjective et soit B € F. On a déja montré que f(f~*(B)) C B.
Soit y € B. Comme f est surjective alors il existe x € E tel que f(x) = y. Ainsi,
f(x) € B ce qui permet de dire que z € f~1(B) puis y = f(x) € f(f~1(B)). Ainsi
f(f~Y(B)) = B ce qui achéve la démonstration.




Exercice 40 Solution
Soit E un ensemble non vide et A, B € E. On définit les applications: fa: P(E) — P(E)
X — XNA

et fap: P(E) — P(E)xP(E)
X — (XNAXnNB)
1. Etude des fonctions fa, fa,p et ga.
(a) Déterminer fa et ga lorsque F = {a,b} et A = {a} avec a # b.
(b) Calculer les images de (), A et E par fa et ga.
(c) Déterminer fa (P(E)) et ga (P(E)).
(d) Les fonctions fa, ga et fa, p sont elles injectives, surjectives, bijectives ?
2. Quelques équations dans P(E).
(a) Considérons dans P(FE) I'équation AN X = B.
i. Montrer que si B ¢ A alors cette équation n’admet pas de solution.

ii. On suppose que B C A. Montrer alors que X est une solution de cette équation
si et seulement si X est de la forme X = BUY ou Y C A.

iii. Conclure.

(b) Counsidérons dans P(E) I'équation AU X = B.

Méthode 1 Raisonner de la méme maniere que précédemment pour résoudre 1’équa-
tion AUX = B.
Méthode 2 Déduire de la question 2(a)iii les solutions de 'équation AU X = B en
remarquant que pour tout X C Fona AUX =B<«<= ANnX = B.
ANX =B
¢) Résoudre dans P(FE) le systeme
© () le sy { P

Réponse 40

L. (a) West clair que f4(0) = fa({b}) =0, fa({a}) = fa({a,b}) = {a}, 9a(0) = ga({a}) =
{a} et ga({b}) = ga({a,b}) = {a,b}.

(b) fa(@) =0, fa(A) = fa(E) = ga(A) = A et ga(E) = E.

(¢) Pour tout X € P(E) on a fa(X)=ANX € P(A), et réciproquement, si X € P(A)
alors fa(X)=ANX = X. Donc fa (P(E)) =P(A). De la méme maniere, g4 (P(E))
est ’ensemble des parties de E contenants A.

(d) On a fa(A) = fa(E)= A, donc pour que f4 soit injective il faut que A = E. Cette
condition étant aussi suffisante, on peut dire que f est injective si et seulement si
A=FE.

Aussi, fa (P(E)) =P(A), donc f4 est surjective si et seulement si A = E.
De la méme facon il y a équivalence entre g4 est injective, ga est est surjective, et
A=10.

2. Quelques équations dans P(E).

(a) i. Pourtout X C Eona ANX C A. Doncsi ANX = B alors B C A. Finalement,

si B ¢ A alors cette équation n’admet pas de solution.
ii. On suppose que B C A et on considére une partie X de E. Ona X = X N

(AUA) = (XNA)UY avec Y = X N A. IL est clair que Y C A. Donc si
ANX = Balors X = BUY, et réciproquement, si X = BUY ou Y C A alors
ANX =AN(BUY)=(ANB)U(ANY). Comme B C A alors ANB = B et
comme Y C Aalors ANY =0, donc ANX = B.
Finalement, X est une solution de cette équation si et seulement si X est de la
forme X = BUY on Y C A.

b

ga :

P(E)
X



iii. Conclusion : si B ¢ A alors cette équation n’admet pas de solution, et si B C A
alors I’ensemble de solutions est ’ensemble des parties X de E de la forme X =
BUY ouY C A.
(b) Considérons dans P(F) 'équation AU X = B.

Méthode 1 Soit X une solution de I’équation AU X = B. comme A C AU X alors
A C B. de 1a on peut déduire que si A ¢ B alors cette équation n’admet pas de
solution. Supposons alors que A C B. Pour la méme raison, si AU X = B alors

X=XU(ANA)=(XUA)N(XUA)=BnY

avec Y = X UA DO A. Réciproquement, si X = BNY ot A CY alors AUX =

AU(BNY)=(AUB)N(AUY)=BNE=B8B.

Conclusion : si A ¢ B alors cette équation n’admet pas de solution, et si A C B

alors ’ensemble de solutions est I’ensemble des parties X de F de la forme X =

BnYouAcCY.
Méthode 2 AUX =B ANX =B
BCAetX=BUYouYCA
ACBetX=BnNnYouYcCA
ACBetX=BNnYouY CA
ACBetX=BNYouACY
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D’ou le résultat.

(¢) Une condition nécessaire pour que ce systéme admette une solution est que B C A C
C. Supposons que cette condition est vérifiée. On a alors AN X = B si et seulement
siX=BUYouY CA Danscecas AUX=C <+ AUY =C

<— Y=CnZouAcC?Z.
Et commeY C AalorsY =YNA=ANCNZouwAC Z
Donc Y = ANC et par suite X = B U (AN C). Réciproquement, il est facile de
vérifier que B U (AN C) est une solution du systéme.

2.4 Relation binaires

Exercice 41
Soit E un ensemble et f une application bijective de E dans E. Pour tout n € N*, on pose
fr=fofo...of (frépétén fois), f7" = (f~H)" et f* =idg. On définit dans F la relation
R par :

Y(z,y) € B? , 2Ry <= (In € Z , y = f"(x))
1. Démontrer que R est une relation d’équivalence sur E. (On admettra que V(n,p) €
Z*, frof? = frip).
2. Montrer que si C est une classe d’équivalence modulo R, alors f(C) = C.

3. Démontrer quetoute partie X non vide de F telle que f(X) = X est une réunion de classes
d’équivalence pour R.

Réponse 41

1. Soient z,y,z € E.
— On a bien x = f%(x), et donc zRz. La relation est alors réflexive.

— Supposons que rRy. Il existe donc n € Z tel que y = f*(x). En composant par f~!
on obtient x = f~!(y) ce qui donne yRx. Donc la relation est symétrique.



— Supposons que xRy et yRz. Il existe donc m,n € Z tels que y = f™(z) et z = f"(y).
Il ’ensuit que z = ™ (f™(z)) = f™*"(z). Ainsi 2Rz et R est transitive.
Conclusion : R est une relation d’équivalence.

2. Soit C une une classe d’équivalence modulo R. Soit € C. On a R f~!(z), donc f~*(z) €
Cetparsuitz = f (f~'(z)) z € f(C). Ainsi C € f(C). Soit maintenant y € f(C). Il existe
alors x € C tel que f(x) = y. Ainsi 2Ry puis y € C et ensuite f(C) C C. Finalement,
fe)y=c.

3. Notons C,, pour tout = € E, la classe d’équivalence de x. Soit X une partie non vide de
E telle que f(X) = X. Il suffit de montrer que :

X = U(Jw.

zeX

Soit @ € X. Comme a € C, (car 2R), alors a € U Cy;. Donc X C U C,.. Réciproque-
zeX rzeX
ment, soit a € U C,. Il existe donc x € X tel que x € C,; c’est a dire aRx. 1l existe
rzeX
donc n € Z tel que a = f™(x). Or f est bijective et f(X) = X, donc on peut montrer que
ff(X)=X.Ainsiae X etona X = U Cy.
rzeX

Exercice 42

Soit F un ensemble. Vérifier que la relation R définie dans P par :
ARB+<= A=BouA=B

est une relation d’équivalence
Réponse 42
Soit A, B, C trois parties de E.
— On a ARA puisque A = A. Donc R est réflexive.
— Supposons que ARB. Donc A= B ou A = B.Si A= DB alors B=Apuis BA.SiA=B
alors A = B = B, ce qui implique que BRA. Ainsi la relation est symétrique.
— Supposons que ARB et BRC. Alors A = B ou 4 = B.Si A = B alors AC. 5i A = B
alors B = A. On en déduit que A = C ou A = C, c’est a dire A = C ou A = C, donc
ARC. Ainsi R est transitive.

Donc R est une relation d’équivalence.

Exercice 43
On définit sur R la relation :

TRy <= 2° —y® = 3(z — y)

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.
2. Déterminer, pour tout réel x, le cardinal de la classe d’équivalence de z.

Réponse 43




1. Soit z,y,2z € R.
— On a xRz puisque 22 — 2% = 3(z — ) = 0. Donc R est réflexive.
— Supposons que zRy. Donc x3 — y* = 3(x — y), ou encore y> — 2% = 3(y — x). Ainsi
yRx et la relation est symétrique.
— Supposons que xRy et yRz. Alors z3 — 37

sommant ces deux identités on obtient x5 —
est transitive.

=3x—y)ety?—2>=3(@y—2).En
23 = 3(z — z), donc 2Rz et la relation R

Donc R est une relation d’équivalence.
2. Soit € R. Pour tout y € R on a :

Ry <23 —y3=3x—-y)
(x—y)(x2+xy+y2—3)=0
r=youz?+ay+y>?—-3=0

On est invité donc a résoudre dans R I'équation z2 + xy + y? — 3 = 0 (d’inconnu y) .
Le discriminant de cette équation est égal a A, = 22 — 4(2? — 3) = —32% + 12. Donc,
A, >0 & |z| < 2. Dans ce cas, ’équation admet deux solutions (qui peuvent étre égales)

—x — V12 — 322 ; —x + V12 — 322

Y= ———F " €L Yy2 =
2

A, = 0; c’est a dire si x = 2. Notons aussi que x est solution de cette équation si et

seulement si 322 —3 = 0; c’est a dire si # = &1 La classe d’équivalence de z est donc égale

. Notons que y; = y2 si et seulement si

N

a
{z} , stz > 2
Clx) = —x— V12 =322 —x+ V12 - 322 ,
{x, , } , stz <2
2 2
Ainsi, le cardinal de la classe d’équivalence de x est égal a
1, siz|>2
card(C(z)) =<2 ,siz=42o0uxz==+1
3 , sinon

Exercice 44

Montrer que la relation R définie dans R par :
Ry <= xe¥ = ye*

est une relation d’équivalence.

Réponse 44
Il clair que xRz est réflexive et symétrique. Montrons qu’elle est transitive. Pour cela, soit
x,y, 2z € R tels que xRy et yRz. Alors xe¥ = ye® et ye* = ze¥. Donc zeVe® = ye?e® et par suite
xeYe® = zeVe® puis xe” = ze” ; c’est a dire que xRz. Donc R est transitive et par la suite c’est
une relation d’équivalence.

Exercice 45

Etudier la relation R défini dans N par :

Ry <= In e N,y = 2"



Réponse 45
Il est fagile de montrer que cette relation est réflexive et transitive. Montrons qu’elle est anti-
symétrique. Pour cela, considérons z,y € N tels que Ry et yRz. Il existe donc m,n € N tels
que x = y"™ et y = z". On en déduit que ™" = z. Remarquons d’abord que si x = 0 alors,
puisque = 3™, on aura y = 0. Si # # 0 alors 2"~ = 1 et par suite = 1 ou mn = 1. Or, si
x =1alors y =1, et si mn =1, comme m,n € N, alors m =n = 1 et par conséquent = = y. La
relation est donc antisymétrique. Donc R est une relation d’ordre.

Exercice 46
Soit (E, <) un ensemble ordonné .Pour tout « € E on définit la partie notée ¢(z) par :

pe) ={tc B/t <z}

1. Démontrer que
V(r,y) € B , o <y <= p(z) Cp(y)

2. Démontrer que ¢ est une injection de E dans P(FE).
3. ¢ est-ce une surjection ?

4. Réciproquement , Soit ¢ une injection de F dans P(FE).On définit la relation R par :
V(z,y) € E? , 2Ry <= o(z) C 6(y)

Démontrer que R est une relation d’ordre .

Réponse 46

1. Soit (z,y) € E2.
(a) Supposons que z <y .Soit t € ¢(z) donc t < 2 < y donc par définition de p(y) on a
t € ¢(y) et par suite p(z) C ¢(y)

(b) Supposons que ¢(x) C ¢(y) et montrons que z < y.0n a = € ¢(x) donc x € p(y) et
par suite z < y d’ou le résultat

2. Soit (z,y) € E? tel que p(z) = (y) , montrons que z =y .On a p(x) C (y) et p(y) C
(z) donc d’apres la question précédente on a x < y et y < x d’ott = y d’ou le résultat .
3. D’apres l'exercice 3 ¢ n’est pas surjective
4. Montrons que la relation ainsi définie est une relation d’ordre .
(a) Soit z € E on a ¢(x) C p(z) donc x2Rx et par suite R est réflexive
(b) Soit (z,y) € E? tel que z < y et y < x , donc ¢(z) = ¢(y) or ¢ est injective donc
x =1y ,dou R est antisymétrique
(¢) Soit (z,y,2) € E3 tel que x < yety <z, donc p(z) C p(y) et p(y) C p(z) donc
o(x) C p(z) donc z < z d’ott R est transitive et par suite R est une relation d’ordre.

Exercice 47 Solution

On définit sur R? la relation notée R par :
Vo, o'y, €R, (z,y)R(2,y) = |z —2'| <y —v.

1. Montrer qu’il s’agit d’une relation d’ordre.
2. Cet ordre est-il total ?



3. Représenter sur le plan R? I'ensemble des majorants et I'’ensemble des minorants d’un
couple (a,b) € R2.
Réponse 47

L. Soit (z,y), (,y)), (2",y") € R%.

Réflexivité. On a |z — 2| =0 <y —y =0, donc (z,y)R(x,y) et par suite la relation est
réflexive.

Antisymétrie. Supposons que (z,y)R(2',y') et (/,y)R(x,y). Alors |z — 2’| < ¢ —y
et |2’ —z| <y —y'. En sommant ces inégalités on obtient que |x — 2’| < 0, et donc
z=2xa'. Ainsi 0 < 3y’ —y et 0 < y—1y’, ce qui entraine que y = 3. La relation est donc
antisymétrique.

Transitivité. Supposons que (z,y)R(z',y’) et (2’,y")R(z",y"). Alors |z —2'| <y’ —y et
|a' —2"| <y’ —y, et par conséquent |x —z"| < |z —2a'|+ 2" —2"| <y —y+y' -y =
y" —y. D’ou la transitivité.

Conclusion : Il s’agit bien d’une relation d’ordre.

2. Les éléments (0,0) et (1,0) ne sont pas comparables; c’est a dire que (0,0) n’est pas en
relation avec (1,0) et (1,0) n’est pas en relation avec (0,0). Donc c’est un ordre partiel.

3. Pour tout (a,b, (z,y)) € R? on a :

(a,b)R(z,y) <= |z—a|<y—>
<— b—y<z—a<y—>
— —zx+a+b<yetz—a+b<y
et
(z,y)R(a,b) <= |z—a|<b-y
— y—-b<zr—a<b—y
<— y<zx—a+bety<—x+a+b

Donc le lieu géométrique des majorants du couple (a,b) est situé au dessus des droites
d’équations z—a+b=y et —x+a+b=1y, et celui de ses minorants est situé au dessous
des droites d’équations zt —a+b=yet —x+a+b=y.

Exercice 48 Solution
On définit sur R?, pour n € N, la relation notée R,, par :

Vo,a,y,0 € R, (z,9)Rn(a,b) < 2" +y" =a" +b".

1. Montrer qu’il s’agit d’une relation d’équivalence.
2. Dessiner sur le plan R? la classe d’équivalence de (1,1) pour n =1 et n = 2.

Réponse 48

1. Soit (a,b), (z,y)), (z,t) € R? et n € N.

Réflexivité. On a 2™ + y" = z" + y", donc (z,y)R,(z,y) et par suite la relation est
réflexive.
Symétrie. (z,y)Rnp(a,b) = z"+y" =a™ +bd"
= (a,0)Rn(z,y)
La relation est donc symétrique.
Transitivité. Supposons que (z,y)R,(a,b) et (a,b)R,(z,t). Alors 2™ + y™ = a™ + b" =
z" 4+ t" et la transitivité en découle.



Conclusion : Il s’agit bien d’une relation d’équivalence.

2. Pour tout (z,y) € R2 on a (z,4)R,(1,1) <= 2" +y™ = 2. Pour n = 1, le lieu géométrique
de la classe d’équivalence de (1,1) il s’agit de la droite d’équation = +y = 2, et Pour n = 2
c’est le cercle d’équation 22 4+ y? = 2, donc de centre l'origine du repére et de rayon v/2.

Exercice 49

Soit (E, <) un ensemble totalement ordonné et f : E — E une application bijective de F
vers F.. On dit qu'un élément x € E est strictement inférieur & un élément y € E et on écrit
x<ysix<yetx#y. On suppose que f est strictement croissante ; c’est a dire :

V(z,y) € B> z<y= f(z) < f(y)

1. Montrer que f~! est strictement croissante.

2. Montrer que si toute partie non vide de ' admet un plus petit élément alors f est 'appli-
cation identique.

Réponse 49

1. Soit (x,y) € E? tels que x < y. Si f~1(x) > f~1(y) alors, comme f est croissante, on aura
F(f~Yz)) > f(f~1(y)), donc & > y, ce qui est faux. Donc f~1(z) < f~1(y) et f~1 est
strictement croissante.

2. Montrons d’abord que Vx € E, z < f(z). Pour cela, Supposons qu’il existe au moins un
élément a € F tel que f(a) < a. Ainsi 'ensemble A = {x € E / f(z) < x} est non vide,
et par la suite il admet un plus petit élément b. Dans ce cas, puisque f est strictement
croissante, f(f(b)) < f(b) et par conséquent f(b) € A. Ceci aboutit & une contradiction ;
car f(b) < bet b= min A. Ainsi, Vo € E, # < f(x). En appliquant ce résultat aussi a f !,
qui est strictement croissante, nous déduisons que Vz € E, x < f~!(z), ce qui permet de
déduire, en composant par f, que Vo € E, f(x) < x. Ainsi, f(x) = x pour tout z € E et f
est "application identique.




Chapitre 3

Arithmétique des entiers

3.1 Divisibilité, congruence

Exercice 50

1. Montrer que 671 =5 [6] et en déduire que 6718%° — 1 est divisible par 6.
2. Montrer que 2 x 72018 4 3 x 52018 _ 5 est divisible par 24.

Réponse 50

1.

On a:
671 =600+ 7.10+1
=0+10+1 [6]
=5 [6]

Comme 5 = —1 [6], alors 671890 — 1 = (—=1)80 —1 =0 [6], et par suite 6713%0 — 1 est
divisible par 6.

. Puisque 7=1 [3],7=-1 [8]et 52 =1 [8] alors : 72018 =1 [3] et 72018 = 52018 =1 [g],

et par suite 2x 72918 1 3x 52018 5 =0 [3] et 2x 720184 3x 52018 5 =243-5 [8] =0 [8].
Ainsi, 2 x 72018 + 3 x 52018 _ 5 egt divisible par 3 et 8, et comme 3 A 8 = 1, alors il est
divisible par 24.

Exercice 51

Soit n est un entier naturel. Montrer que :
1.

Réponse 51

® N o oW

n3 — n est divisible par 3.

n — 1 divise n* — 1.

n + 2 divise n + 7Tn? + 16n + 12.

9n? — 6n — 1+ (—2)" est divisible par 27.

32+l 4 26n+3 egt divisible par 11.

n? divise (n +1)" — 1.

La somme des cubes de 3 entiers consécutifs est un multiple de 9.
1097%2 4- 1057 +! 41 est divisible par 111.
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1. On a soit n = 0 [3], soit n = 1 [3], soit n = 2 [3]. Dans les trois cas on a n® =n [3],
d’ott n3 — n est divisible par 3
2. n — 1 divise n* — 1.

3. Comme n = —2 [n+ 2] alors

n3 + % + 16n + 12 2)3 +7.(=2)2 +16.(—2) + 12 [n+ 2]

(—
0 [n+2]

n + 2 divise n® + ™2 + 16n + 12.

4. En posant A, = 9n? —6n — 1+ (—2)" pour tout n € Non a A, 11 = In? + 18n — 6n —
2(—2)" puis A,4+1 + 24, = 27n. Une simple récurrence maintenant aboutit au résultat.
9n? —6n — 1+ (—2)" est divisible par 27

5. En effet :
32n+1 + 26n+3 = 32n+1 +82n+1 [11]

= 32n+1 + (_3)2n+1 [11]
= 32n+1 _ 32n+1 [11]

=0 [11]
32ntl 4 26n+3 et divisible par 11.

6. Pour n =0 et n = 1 c’est évident, et pour n > 2 c’est on applique la formule du binéme

de Newton : .
n _ n k
n+1)"-1 = Z (k) n

k=1

Ainsi n? divise (n +1)" — 1
7. En posant A,, = n3 + (n + 1)3 + (n + 2)® pour tout n € N alors
Apy1— A, =(n+3)3-n?
=9n? +27n + 27
=0 [9].
Puisque Ag est divisible par 9, alors le résultat se découle par récurrence.
8. En remarquant que 10?2 = —11 [111] alors 10® =1 [111] puis :

102, (103)*" + 10. (103) ™ + 1 [111]
—11 41041 [111]
0 [111]

1097+2 4105+ 41

D’ou le résultat.

Exercice 52
Soient n,d € N. Montrer que si d divise 13n+ 1 et —26n+4 alorsd=1,d=2,d=3 oud = 6.

Réponse 52
Si d divise 13n + 1 et —26n + 4 alors d divise aussi 2 (13n + 1) 4+ (—26n + 4) = 6. On en déduit
qued=1,d=2,d=3oud=6.




Exercice 53
Trouver tous les entiers naturels n tels que 2n + 3 divise 3n + 7.

Réponse 53
Soit n € N et supposons que 2n + 3 divise 3n + 7. Comme 3n + 7 = (2n+ 3) + (n + 4) alors
2n + 3 divise n + 4, ce qui entraine que 2n + 3 < n + 4 puis n < 1, c’est a dire que n = 0 ou
n = 1. Mais pour n = 0, la valeur 2n 4+ 3 = 3 ne divise pas 3n + 7 = 7, alors que pour n = 0,
la valeur 2n + 3 = 5 divise bien 3n + 7 = 10. Comme conclusion, 2n + 3 divise 3n + 7 si et
seulement si n = 1.

Exercice 54

En remarquant que 10 = —1 [11], et en utilisant Iécriture décimal d’un entier, donner un
critere de divisibilité par 11.

Réponse 54
Soit n un entier naturel dont 1’écriture dans la base 10 est n = agaq—1---ag. Donc, n =
10%aq +10%d — lag_1 + - - + 10a; + ao, et par suite, n = ag — a3 +ag +--- + (—1)%aq [11]. On
en déduit que n est divisible par 11 si et seulement si ag — a1 +ag + --- + (—1)dad est divisible
par 11.

Exercice 55

1. Soit a € Z. Montrer que le reste de la division euclidienne de a? par 8 est égal & 0,1 ou 4.

2. Soit n € N. Montrer que si 8 divise n — 7, alors n ne peut pas étre la somme de trois carrés
d’entiers.

Réponse 55

1. Soit a € Z. Alors a est congru, modulo 8, & 0, 1, £2, £3 ou 4. D’ou, a? est congru,
modulo 8,40, 1ou4, car 32 =1 [8] ou4d? =0 [8]. Ainsi, le reste de la division euclidienne
de a? par 8 est égal 4 0,1 ou 4.

2. Soit n € N, et supposons que n est la somme de de trois carrés d’entiers. Donc, d’apres
la premiere question, n est congru, , modulo 8, a 'une des valeurs suivante : 0+ 0+ 0 =
0,0+0+1=1,04+0+4=4, 0+1+1=2,0+144=5, 0+4+4=8=1 [§], 1+1+1 =
3, 1414+4=6, 1+4+4=9=2 [8], 4+44+4=12=4 [8]. Ainsi, le reste de la division
Euclidienne de n par 8 est 0, 1, 2, 3, 4, 5 ou 6. Dans tous les cas, 8 ne divise pas n — 7,
d’ott le résultat.

Exercice 56

1. Quel est le reste dans la division euclidienne de 451 x 6*3 — 912 par 7.
2. Quel est le chiffre des unités dans ’écriture décimal de 7°8.

Réponse 56

1. Ona:
451 x 63 — 912 = (4.10% + 5.10 + 1) x 63 —9.10% — 10 — 2

(
(432 -23+1) x (—1)%8 —232-3-2 [7]
(42+14+1)x1—-4-3-2 [7]
(14+1+1)—2 [7]

1 [7]
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Donc, le reste dans la division euclidienne de 451 x 912 par 7 est égal a 1.

2. On a:

798 (73)98 [10]
949 [10]
(—=1)* [10]
—1 [10]
[10]

Il
©

Ainsi, le chiffre des unités dans I’écriture décimal de 7%% es 9.

Exercice 57

On pose : A, = 10" +2 x 105" 4+ 2 x 103" 4 1 pour tout n € N.
1. Déterminer le reste de la division de A,, par 111.

2. Montrer que si n est impair alors A,, est divisible par 7, 11 et 13.

3. Montrer que si n est pair alors A, a le méme reste dans les divisions par 7, par 11 et par

13.
4. Trouver, suivant les valeurs de n, le reste de la division de A,, par 1001.

Réponse 57

1. En remarquant que 10> = 9.111 +1 =1 [111], on déduit que A, =6 [111], c’est & dire

que le reste de la division de A,, par 111 est égal & 6.

2. Remarquons que

108 =10°
=23 [7]
=-1 [7}7
et de la méme maniere on a 10> = —1 [11], et 10° = —1 [13]. Ainsi, si n est impair, en

posant k =7, 11 ou 13 alors

A, 1+2-2+1 [K]

0 k).

et par suite A,, est divisible par 7, 11 et 13.

3. Supposons que n est pair. En appliquant la méme remarque que précédemment, en posant

k=7,110ul3 ona
A, =142+2+1 [K]
=6 [k]
Donc, le reste dans les divisions par 7, par 11 et par 13 est égal a 6.
4. On a

S
3

)3 42 % (=1)?" +2(=1)" + 1 [1001]
)+ 24+ (=)™ +1 [1001]
(=1)" + 3 [1001].

(-1
(-1
2

Ainsi, le reste de la division de A,, par 1001 est égal & 5 si n est pair, et il est égal & 1 si

n est pair

Exercice 58

On pose S,, = 2" 4+ 3™ 4+ 4™ 4+ 5™ pour tout n € N pour tout n € N.



. Vérifier que le nombre 7 divise les nombres 26 — 1, 36 — 1, 45 — 1 et 56 — 1.

. Démontrer que S, 16 — S, est divisible par 7 pour tout n € N.

. Montrer que si r est le reste de la division Euclidienne de n par 6, alors S,, = S,[7].
. Trouver les valeurs de n pour lesquelles S,, est divisible par 7.

. On pose : T,, = 100" + 101" + 102" + 103".

. Démontrer que : S,, = T,[7], puis en déduis les valeurs de n pour lesquelles T,, est divisible
par 7.

S O s W N

Réponse 58

1. Eneffet, 26 =82 =1 [7],45=(26)2 =1 [7],35=93=23=1 [7] et 55 = (—2)6 =26
1 [7]. Donc, 7 divise les nombres 26 — 1, 3% — 1, 45 — 1 et 5% — 1.

2. Car pour tout n € Non a; S, — S, =2"(2° — 1) +37(3% — 1) +47(4% — 1) +57(5° — 1).

3. Soit r est le reste de la division FEuclidienne de n par 6. On peut écrire alors n sous la
forme n = 6n + r. Ainsi,

Sn — 2"127’ _|_ 37137" _|_ 4n4T _"_ 57157‘
2" + 3"+ 4" + 5", d’apres la question (1)
= 5,[7]

4. Remarquons d’abord que 2 = —5 [7] et 3 = —4 [7]. Donc, si n est impair alors S, =0 [7].
Supposons que n est pair. Dans ce cas, son reste, n, dans la division Euclidienne par 6 est
égal 20,2 0u4d. Or Sop =4, So =24 +9) = -2 [7] Sy =242 +9?) = -2 [7]. Comme
conclusion, S, est divisible par 7, si et seulement si n est impair.

5. Sachant que 100, 101, 102 et 103 sont congrus respectivement, modulo 7, a 2, 3, 4 et 5,
alors S,, = T,[7] et, par suite, T,, est divisible par 7 si et seulement si n est impair.

Exercice 59
Trouver les restes des divisions euclidiennes de 328637 par 10, 37123% par 5, 7674® par 12,
33n+2 4 27+ par 5, et 1+ 2" + 3" + 4" par 4.

Réponse 59
On a

3286574 = 6374 [10]
=6 [10],
car, par une simple récurrence, Vn € N*, 6™ =6 [10]. Donc le reste de la divisions euclidienne
de 328637 par 10 est 6.

Et on a
371288 =128 [5]
=1 [5].
Donc le reste de la divisions euclidienne de 37123® par 5, est 1.
De méme,
76718 = 4718 [19]
— 1 12,

car, par une simple récurrence, Vn € N*, 4™ =4 [10]. Donc le reste de la divisions euclidienne
de 7678 par 12 est 4.

Aussi
33n+2 + 2n+4

(_2)3n+2 + 2n+4 [5}
(—2)3m.4+ 2716 [5]
—(=8)" +2" [5]
—on 4o [5]

0 [5]



Donc le reste de la divisions euclidienne de 3372 4 274 par 5, est 0.
Et

1427 4+3"+4" =1+42" + (—1)" +4" [4]
4], si n > 2 et pair

]
4], si n > 2 et impair
4],sin=0

2
0
0
2 [4],sin=1.

Donc le reste de la divisions euclidienne de 1 4 2™ + 3™ 4 4™ par 4 est égal a 0 si n = 0, ou si
(n > 2 et impair), et il est égal & 1 si n =0, ou si (n > 2 et pair) .

Exercice 60

Soit p un nombre premier. Donner la classe modulo p du coefficient (p n

k
[0.p—1]
Réponse 60

1) pour tout k €

Pour k=0et k=1ona (p; 1) = (—1)* [p]. Supposons que ce résultat reste vrais pour un
ke 0,p—2]. On a
-1
s (31) =k

Et comme 1 <k+1<p-—T1alorspA(k+1)=1puis <p J_r 1) = (=1)**1 [p], ce qui acheve la

preuve

3.2 pgcd, ppcm, nombres premiers entre eux

Exercice 61
Calculer pged(n! + 1, (n + 1)! + 1).
Réponse 61
Soit d = pged(n! + 1, (n+ 1)! + 1). Alors d divise n! + 1 et (n 4+ 1)! + 1, puis aussi (n + 1)(n! +
D—((n+1)!+1)=netenfinaussin!+1—(n—1)ln=1. Doncd =1

Exercice 62

Calculer pged (11a + 5b, 13a + 6b) et pged (a3 —b3,a% — bQ) sachant que a et b sont deux entiers
premiers entre eux.

Réponse 62
On a

pged (a® — b, a® — b?) = |a — b|0

avec

§=(a+Db)A (a®+ab+b?)



Or, puisque a?+ab+b? = (a+b)(a+b)+ab alors § = (a+b)A(ab). Donc 6 divise a® = a(a+b)—ab
et divise b*> = b(a + b) — ab. Mais a Ab =1, donc a® A b*> =1 et par la suite § = 1. Conclusion :

pged (a® — b%,a® — b?) = |a —b).

Exercice 63
Calculer (a+ b) A a, a™ Ab™, a*> Ab* A ab pour (a,b) € Z2.
Réponse 63

Posons a =da’ et b=db avecd=aAbet a ANV = 1.

— Il est facile de voir que les diviseurs communs de a et b sont les mémes diviseurs communs

de a et a+ b, donc (a+b) Aa=aAb.
— Onaa®Ab™=d"((a")" A (b)) =d". Donc, a® Ab"™ = (a Ab)".
— Onad®Ab?Aab=d? ((@')> A2 Aa') = (aAb)?

Exercice 64

3

n
est-il irréductible dans Q7

Pour quelles valeurs de n € N, +
2n+1

Réponse 64
Soit d un diviseur premier commun de n® +n = n(n?+1) et 2n + 1. Alors d divise n ou n? + 1.
Or n A (2n+ 1) = 1, et d divise 2n + 1, donc d ne divise pas n, mais il divise plutot n? + 1.

On en déduit que d divise aussi 2(n? +1) —n(2n + 1) = 2 —n, puis 2(2 —n) + (2n + 1) = 5.
3

Ainsi, % est réductible dans Q si, et seulement si, n® +n et 2n+ 1 sont divisibles par 5. Or,
n
2n+1=0 [5] si et seulement si 4n = —2 [5], si et seulement si n = 2 [5]. Et dans ce cas, on a

n3—|—n

2n+1

n®+n =0 [5]. Finalement, pour tout n € N,
n=2 [5].

est irréductible dans Q si et seulement si

Exercice 65

Soient a,b,p, q,s,r € Z tels que : ps — qr = 1. On pose A = pa + qb, B = ra + sb. Montrer
que aANb= AN B.

Réponse 65
Il est clair que tout diviseur commun de a et b est aussi diviseur commun de A et B. Soit d un
diviseur commun de A et B. Alors d divise aussi rA — pB = (qgr — ps)b = —b et sA —¢B =
(ps — gr)a = a. Ainsi, a Ab= AN B.

Exercice 66
Soient a, b, ¢,d € Z*. Montrer que sia Ab=cAd =1 alors (ac) A (bd) = (a A d) (bAc)

Réponse 66
Posons 61 = aAd et 5 = bAc. On peut écrire alors a = d1a’, d = 01d’, b = 930’ et ¢ = dac” avec
a ANd =b ANd=1.0n a alors :

(ac) A (bd) = 81.02 [(a'¢") A (V"))



Or, comme o’ Ab =1 alors a’ AV =1, et puisque o’ Ad’ =1 alors a’ A (b'd") = 1. De la méme
maniére ¢’ A (b'd’) = 1, et par suite a’c’ A (b'd’) = 1. Ainsi

(ac) A (bd) = 61.02 = (aNd) (bAc)

Exercice 67
Montrer que ppem(1,2,---,2n) = ppcm(n+ 1,n+2,--- ,2n).

Réponse 67
Il suffit de montrer que 1,2,--- ;2n et n+ 1,n+ 2,---,2n ont le mémes multiples communs.
En effet, d’une part, il est clair que tout multiple commun de 1,2, --- ,2n est aussi un multiple
commun de n+1,n+2,---,2n, car {n+ 1,n+2,---,2n} C {1,2,---,2n}. D’autre part, soit
m est un multiple commun de n + 1,n + 2,--- ,2n, et montrons que c¢’est un multiple commun
de 1,2,---,2n. Pour cela, il suffit de montrer que ¢’est un multiple commun de 1,2, --- ,n. Pour
ce faire, considérons d € [1,n], et posons n = dg + r la division de n par d. Il s’ensuit que
n+ (d — r) est un multiple de d, et comme m est un multiple de n + (d — r), alors m est un
multiple de d et par suite m est un multiple commun de 1,2,---,2n. Comme conséquence :
ppem(1,2,--- ,2n) = ppem(n + 1,n+2,--- ,2n).

Exercice 68

Soit n > 2 un entier naturel et aq, as, ..., a, € N. Posons

n
N = Hak, m = ppem(aq, ag, ..., ap) et d = pged(ay, ag, ..., an)
k=1

N
Posons aussi b; = — pour tout 1 <i <mn, et
i

m’ = ppem(by, by, ..., by) et d = pged(by, b, ..., by).

Montrer que N = md' = m/d.
Réponse 68

Posons, pour tout ¢ € [1,n]], a; = daj et b; = d'b} , ou af, -+ ,al, et by, -, b, sont des entiers
naturel tels que pged(ay,--- ,al) = pged(V),---,b.) = 1. D’apres le théoréeme du Bézout, il
existe des entiers uy, -+, uy, et vy, -+, v, tels que > ual =30 vib) = 1.

N N
— Remarquons que pour tout j € [1,n] on a — = alb;, donc — est un multiple commun

de by, ba, - -, b,. Soit maintenant k& un autre multiple commun de by, b, ..., b,,, et posons
k = k;b; pour tout i € [1,n]. On a alors

i=1 i=1 i=1

N N
Ainsi, "l est un multiple commun de k, ce qui montre que 4= ppem(by, by, -+ ,by) , ou

encore, que N = dm/.



N N
— On raisonne de la méme maniere. pour tout j € [1,n] on a — = a;b}, donc — est

un multiple commun de aq,as, - ,a,. Soit maintenant k£ un autre multiple commun de
ai,as, -+ ,an, et posons k = k;a; pour tout ¢ € [1,n]. On a alors

i=1 =1 i=1

.. N . . N
et par suite, ’l est un multiple commun de k, puis que i ppem(ay,- - ,a,), et finale-
ment N = d'm.

Remarque : On pourrait aussi montrer ce résultat en écrivant les a; sous forme de produit de
S

. (o231 7 . 7 . .
facteurs premiers; a; = H ;- On écrit donc les écriture sous forme de produit de facteurs
Jj=1

premiers des nombres b;, N, d, d’, m et m’, puis on se raméne & montrer une égalité dans
N ne contenant que les opérations : la somme, le maximum et le minimum d’entiers naturels,
facile & démontrer.

Exercice 69 Les nombres de Mersenne

Pour n € N*, on pose M,, = 2" — 1. Soient n et p deux entiers naturels non nuls tels que
p > n, et soient g et r le quotient et le reste, respectivement, de la division euclidienne de p par
n.

1. En supposons que r # 0, déterminer 'entier naturel @ tel que : M, = QM, + M,. En
déduire le quotient et le reste de la division euclidienne de M, par M,,.

2. En effectuant les divisions successives de p par n d’une part, et de M, par M, d’autre
part, montrer que : M,, A My, = M, np.

Réponse 69

1. On a p =ng+ r, donc,
M, =2r-1

= (27927 — 1
(M, +1)%2" —1

q
=-1+Y <;Z) ME2r
k=0 q
12+ Y (Z) MEor
k=1

:QMn"l‘Mri

q
avec ) = Z (Z) MT’f*lQT. Comme 0 <7 < n,alors 20 —1 < 2" —1 < 2" — 1, c’est a dire
k=1

0< M, < Mn Donc, le quotient et le reste de la division euclidienne de M,, par M,, sont

A et M,.
2. D’apres la question précédente, si on note rq,--- , 75 les restes des divisions successives de
p par n, r1 étant le dernier reste non nul, alors M, ,---, M, sont les restes des divisions

successives de M), par M, et M, étant le dernier reste non nul. On en déduit que M,, A
M, = M,, = M.



Exercice 70  Une application de l'algorithme d’FEuclide
Soient a, b deux entiers de N avec a > b et d = pged(a, b)

1. Montrer que si ¢ est divisible par a et b, alors cd est divisible par ab.

2. Soit n € N*. Montrer a l’aide de ’algorithme d’Euclide que :
pged(n® —1,n° —1) =n? — 1.

3. En déduire que si a et b sont premiers entre eux, alors (m? — 1)(m® — 1) divise (m? —
1)(m —1).

Réponse 70

1. Comme a et b divisent ¢ alors d divisent c. Posons a = da’ et b = db’ et ¢ = dc’. On a alors
a’ ANb =1eta,b divisent ¢’. Donc a'b’ divise ¢/, puis ab = d?a’b’ divise cd

2. Soit r le reste de la division Euclidienne de a par b et posons a = kb + r. Alors

n®—1 =m"kn —1
=n"—1 [n®—1]

Donc n” — 1 est le reste de la division Euclidienne de n® — 1 par n® — 1. Comme d est
le dernier reste non nul dans l’algorithme d’Euclide appliqué & a et b, alors n — 1 est le
dernier reste non nul dans ’algorithme d’Euclide appliqué & n® —1 et n® —1, ce qui montre
que n € Nx. Montrer & 'aide de I’algorithme pged(n® — 1,n® — 1) = n — 1.

3. D’apres (2), (m®—1)A(m?—1) = (m—1). D’autre part, m® —1 est divisible par m® —1 et

m? — 1. On applique alors (1) pour conclure que (m® —1)(m® —1) divise (m® —1)(m —1).

Exercice 71  Propriétés arithmétiques de la suite de Fibonacci

Soit (uy) la suite définie par ses deux premiers termes ug = 0,u; = 1, et par la relation de
réCurrence Uy 1 = Up + Up—1.

1. Montrer que pour tout n > 1, u,, et u,—1 sont premiers entre eux.

=
2. Montrer que pour tout n > 1, on a u,_1.un+1 — (uy)? = (—1)", puis que pour tout couple

(m,n) d’entiers naturels tels que m > n, on a Upm—n = (—1)" (U, Unt1 — Upmt1.Un)-

3. En déduire que le pged de u, et de u,, est ug, ot d = pged(m,n).

Réponse 71

1. Car tpg1 AUp = Up AUp—1 €t ug Aug = 1.
C’est aussi par l'algorithme d’Euclide ; car u,,_1 est le reste de la division Euclidienne de
Up+1 PAr Uy, le dernier reste non nul étant w3 = 1.

Up—1-Un41 — (Un)2 + Un Un4+2 — (U71+1)2 - un+1(un—1 - un+2) + Un(un+2 - un)
2. = —Up41Up + UnUn+1 Donc,
=0
(Un—1-un+1 — (un)z) est une suite géométrique de raison —1 de premier terme ug.us —
(u1)? = —1, donc uy,_1.upi1 — (uy)? = (—=1)".
Pour la deuxieme identité, on raisonne par récurrence sur n. Pour n = 0 le résultat est
évident. Supposons que pour un certain n on a

Ym >n, tUmon = (—1)"UnU, +1 — Um+1.Un).



Soi m >n + 1. Alors

Um—(n+1) =

/—\v

um 1-Unp+1 — u’m-un)
U ) Un+1 = Um-(Unt2 = Unt1))
Um+1 Un+1 — um~un+2)

(um~un+2 - um+1~un+1)

/—\/—\
—
g
3
+
=

Le résultat est donc vérifié pour n + 1. Fin de la récurrence.

. On montre d’abord que u,, divise uy, par récurrence sur k. C’est évident pour £ = 0 et

k = 1. Supposons qu'il 'est pour k. On a u, = Ups1)n—in = (—1)k"(u(k+1)n.ukn+1 -
U, Ugy ). Donc u, divise U(k41)n-Ukn+1. Bt comme u, divise ugy, et ugy A ugpr1 = 1, alors
Up AUyl = 1 et up divise U1y,

Maintenant, soit d = m An et 6 = U, A u,. Donc ug divise u,, et u,, puis divise aussi
0 = Um A U,. On peut supposer que d = km — k'n avec k, k' € N. Il s’ensuit que ug =
(=)™ (ugm-u.. —u, .ugy) et il est on en déduit que  divise ug. Conclusion Uman = U Aty

Exercice 72 Théoréme d’Euler

1.

3.
Réponse 72

Soit n un entier > 2 et soit a un entier premier avec n. Montrer que
a?™ =1 [n]
ou ¢ est indicatrice d’Euler, c’est a dire
p(n) = Card {€[L,n] : kAn=1}= Card (Z/nZ).
Ind : Considérer 'application

f UZ/nZ) — U(Z/nZ)
m — am

. Déduire le petit théoréme de Fermat : Pour tout entier premier p et tout entier a non

divisible par p on a :
a?t =1 [p]

Application : Montrer que pour tout m,n € N mn(m® —n8%) =0 [56786730]

. Il est facile de voir que f est bijective. Donc, U (Z/nZ) = {am : m € U(Z/nZ)}, et

par suite H m= H @.m. Aprés simplification, on obtient @?(™) = T, d’ou le
meU(Z/nL) meU(Z/nZ)
résultat.

. Car, dans ce cas, p(p) =p—letpAa=1.

60
. Soit p est diviseur de 60 et p + 1 es un nombre premier, et posons kK = — on a :
p

— Si m ou n est divisible par p + 1, alors il en est de méme pour mn(m%® — n%°).

— Sinon, alors m% = (m?)* =1 [p], et de méme n%° =1 [p + 1], puis mn(m8° — nb9)
est divisible par p + 1.

Ainsi, dans tous les cas, mn(mb — n®) est divisible par p + 1. En appliquant ce ré-

sultat & p € {1,2,4,6,10,12,30,60}, on conclut que mn(m® — nb) est divisible par
2,3,5,7,11,13,31 et 61, puis par leur produit : 56786730



Exercice 73

Soit n un entier > 2, et D(n) 'ensemble de ses diviseurs dans N.

1. Montrer que I'application

6: {1,2,...n} — D(n)

a — aAn
est surjective.
2. Pour tout d € D(n) on pose Ag ={a €N : 1<a<netaAn = d}. Montrer que
card(Aq) = ¢ (g) , ot ¢ est l'indicatrice d’Euler.
3. Déduire la formule d’Euler-Gauss : Y. ¢(d) = n.

deD(n)

Réponse 73

1. Pour tout d € D(n) on ad € {1,2,--- ,n} et §(d) = d, donc 0 est surjective.

. Soit d € D(n) et posons n' = % Pour tout a €€ {1,2,--- ,n}, on a An = d si, et

seulement si a s’écrit sous la forme : a = da’, avec 1 < a’ <n' et ' An/ = 1. On en déduit
, n

card(4q) = (n') = ¢ (E) .

. Puisque § est surjective, et Ay = ¢~ 1{d} pour tout d € D(n), alors la famille (Ad)aep(n)

est une partition de 'ensemble d € {1,2,--- ,n}, et par conséquent :
> w(d)=n
deD(n)

3.3 Résolutions d’équations et systémes

Exercice 74

Déterminer les solutions dentiers (x,y) des systémes :

L Jpecd(@,y) =5 o Jpged(z,y) =5
" |ppem(z,y) =24 | ppem(z, y) = 25

Réponse 74

1. L’ensemble de solutions est vide car 5 ne divise pas 24.

2. En posant x = 52’ et y = 5y’ avec o',y € Z et 2’ Ay = 1 on se & résoudre 1'équa-

tion ' Vy' = 5, qui est équivalente & z’.y’ = 5, & son tour équivalent & (z',y’) €
{(1,5),(-1,-5),(5,1), (=5, —1)}. L’ensemble de solutions est alors :

S = {(5,25), (—5,-25),(25,5),(—25,-5)}.



Exercice 75

Résoudre dans N? I’équation suivante :

xVy="72 z ANy =16 (3z + by)(x + 2y) = 1276
zAy=xz—vy |z+y=320 xy = 2(x Vy)

Réponse 75

1. En posant 6§ = z Ay, x = dz’ et y = dy’ le systéme devient
ox'y’ = T2
ZC/ _ yl — 1

Ainsi i’ et 2’ sont deux diviseurs successifs de 72. Les valeurs possibles sont :

y =1, 2/=2 06=236
y =2, /=3 0=12
y =3, =4, 0=6
y =8 a/'=9, =1

Donc 'ensemble de solutions est

{(72,36),(36,24),(24,18),(9,8)}

2. En posant x = 162’ et y = 16y’ le systeme devient

Ay =1
4y =20

(3.1)

Remarquons que si (z/,y’) est une solution de ce systéme, alors tout diviseur commun de
20 et o’ (resp : ') est aussi diviseur commun de 3’ (resp : z’), et donc égal al. Donc,
2 et 5 ne divise ni 2’ ni y'. Les solutions (2',y’) du systéme (3.1), avec 2’ < 3/, sont
(1,19), (3,17), (7,13), (9,11). En multipliant ces couples par 16, et en tenant compte
que x et y jouent des réles symétriques dans notre systéme de départ, on déduit I’ensemble

de solutions est :

{(16,304),(48,272),(112,208),(144,304),(304,16% (272,48),(208,112),(304,144)}.

3. Le systeme est équivalent a

(3x + 5y)(x + 2y) = 1276
TAy=2

4. En posant z = 2z’ et y = 2y’ le systéme devient

ANy =1
(32" +5y") (¢’ +2y') =319 =11 x 29

(3.2)



. Remarquant que 3z’ +5y' > 2’ + 2y, et que si 2’ +2y' =1 alors 2’ =1 et 4’ = 0 et par
la suite (2/,y") n’est pas solution de ()3.2, on déduit que

(32) o7 P =11
' 3z’ + 5y =29
y' =4
<:> ! __
=3

L’ensemble de solutions est donc :

{(6,8)}.

Exercice 76
Résoudre dans N? les équations suivantes :

1. 22 —y? =21. 2. 322 + 2y — 11 =0.

Réponse 76

1. Pour tout (x,y) € N? on a

-yt =21 = (r+y)(z—y)=21
ou
r+y=21 T+y=7

r—y=7 r—y=21
ou ou
r+y=3 r+y=1
2¢ = 22 2z =10
— ou
2y =20 2y =4
2z —y =10 22z =10
ou ou
2y = —4 2y = -20
r=11 T =25
= ou
y =10 y=2

. L’ensemble de solutions est donc {(11,10), (5,2)}
2. Pour tout (z,y) € N? on a

<~

3r2 +ay—11=0 <= z2(Br+y)=11
(x=1let3x+y=1) ou (x=1et 3z+y=11)
r=1let3x+y=11 '
r=1lety=9

L’ensemble de solutions est {(1,9)}.

Exercice 77

Résoudre dans Z? les équations suivantes :



1. 2243y = 1. 2. 6z + 10y = 1. 3. 62 + 10y = 2.

Réponse 77

1. Une solution triviale de cette équation est (—1,1) et 2A3 = 1. Donc, ’ensemble de solutions
est {(—1—-3k,14+2k) : keZ}.

2. Cette équation n’admet pas de solution car, sinon, d’apres le théoréme de Bézout, on aura
6A10=1.

3. Pour tout z,y € Z on a 6z + 10y = 2 < 3z + 5y = 1. On remarque que le couple (2, —1)est
une solution particuliere de cette équation, et 5 A 3 = 1, donc, I’ensemble de solutions est
{(2—-5k,—1+3k) : keZ}.

Exercice 78
Résoudre dans Z> 1’équation :

20 +3y+52=1

Réponse 78
Soit (x,y,z) € Z3. Supposons que 2x + 3y + 5z = 1. Alors 2(x + 2) + 3(y + 2) = 1 puis
2 +241)4+3(y+2z—1)=0. Il existe alors k € Z tel que x + z+1 =3k et y + z — 1 = 2k;
c’est a dire que x = 3k —z — 1 et y = 2k — 2z + 1. Réciproquement, pour tous z, k € Z, le triplet
8k —z—1,2k — 2+ 1, 2) est solution de notre équation. Ainsi ’ensemble de solutions est

{Bk—2-12k—2+1,2) : (kz2) €Z}.

Exercice 79
Résoudre dans Z> 1’équation :

22+ 4% + 22 = 2%y
Réponse 79
Posons d = x Ay A z. Donc, z,y, z s’écrivent x = dz1,y = dy1,z = dz; ou x1,¥y1, 21 sont des
entiers tels que 1 Ay; Az =1.Sid=0alorsz =y =z =0 et (0,0,0) est bien une solution
de Iéquation. Si d # 0, 'équation devient 22 + y? + 2? = d?23y?. Remarquant que, dans Z/47,
les carrés sont seulement 0 et 1, et que si 22 = 0 [4] ou y? = 0 [4] alors d?23y? = 0 [4].
Ainsi, forcément x%,y? et z? sont tous équivaut & 0 modulo 4. Mais ceci contredit la relation
x1 Ay A z1 = 1. Comme conséquence, (0,0,0) est 'unique solution de I’équation.

Exercice 80
Résoudre dans Z?3 le systéme :

20 +5y — 11z =1

r—12y+ 72 =2

Réponse 80
On a

2x4+by—1lz=1 —29y — +252 =3

r—12y+T72=2 r—12y+T72=2



et I'équation —29y — +25z = 3 est facile a résoudre. En effet, si —29y — +25z = 3 alors
—4z =3 [29] puis z = 21 [29], ou encore z = —8 [29]. Dans ce cas z est de la forme z = 29k —8.
Ainsi, (z,y, z) est solution de I’équation si et seulement si y = 25k —t et x =2+ 12y — 7z.

Exercice 81

Résoudre dans 7Z ’équation suivante :

T =
T =

Réponse 81
Soit « € Z. Supposons que : x = 3 [5] et x = 2 [7]. Donc il existe k € Z, tel que : © = 3 + 5k.

N W
=

x=3+5k = 3+45k=2]7
— Sk=-1[1]
—  15k=-3[7]
= k=-3][7]

Donc il existe k' € Z tel que k = —3 + Tk’, et par la suite :
xr=3+5(—3+7k)=—12+ 35K
Réciproquement, pour tout k' € Z on a : —12 + 35k’ = 3[5] et —12 + 35k’ =2 [7].

Conclusion : S = { —12+35k : k' € Z}

Exercice 82
Trouver tous les entiers n tels que 1 < n < 105, et les restes des divisions euclidiennes de n par
3,5 et 7sont 1,2 et 3 respectivement.

Réponse 82
Il s’agit de déterminer les entiers n tels que

n=3 [7]
n=2 [5]
n=1 [3]

Sin =3 [7] alors n est de la forme n = 7k;+3 avec k1 € N. Dans ce cas, n =1 [3] si et seulement
si k1 =1 [3]; c’est dire ky est de la forme ky = 3k + 1 avec k2 € N, donc n = 21ky + 10. On
répete le méme raisonnement et on trouve que n est de la forme n = 105k3 + 52. Sachant que
1 < n <105, alors n = 52.

Exercice 83

On considére dansZ? une solution du le systéme suivant :

2?2 4 y? = 22
{x/\y/\z:l (3.3)



1. Résoudre dans Z/47Z Véquation en = : 22 = k avec k € Z.

Réponse 83

3.

. Résoudre dans Z3 I’équation x2 + 32 = 22.

. Soit (z,y, z) € N* une solution telle que zyz # 0. Montrer que

. Montrer que si (z,y, z) une solution du systeme 3.3, alors z est impair, et I'un des entiers,

z et y, est impair, et I'autre est pair.

. On suppose que (z,y, z) € Z3 est une solution de 3.3, et que y est pair.

(a) calculer (z +y) A (2 —y).
(b) Démontrer que, si z € N, alors on peut écrire z + 2z = u?, z —y = v? avec u,v € Z
tels que u Av =1, u et v étant impairs.

4. Déterminer toutes les solutions de 3.3.
5.
6
7

Déterminer toutes les solutions telles que 0 < z < 20,0 <y <20 et 0 < z < 20.
2

_ME N

rT+y+z

. Les carrés de Z/47Z sont 0 = 0’ = §Q,T -7 =3 Donc, cette équation n’admet pas de

solution si k = 2 ou k = 3. Sinon, I'ensemble de solution est {k +4l,k+2+4l : 1€ Z}.

. En passant modulo 4, alors, d’aprés la premiere question, le triplet (z2,%2,7%) € {(0,0,0), (0,1

Sachant que A y A z = 1, alors x,y, z ne peuvent pas étre simultanément pairs, et par
la suite, (z%,%°,22) € {(0,1,1),(1,0,T)}. Ceci montre bien que z est impair ainsi que I'un

des entiers z ou y, 'autre étant pair.

(a) Si d est un diviseur commun de z + y et z — y, alors d est un diviseur commun de
2z2=(z4+y)+(z—y) et 2y = (z+y) — (2 —y). Et comme y+ z et z — y sont impairs,
alors d en est de méme, et par suite d est un diviseur commun de y et z. Ainsi, puis
que (,y, z)est une solution du systéme 3.3, alors d divise aussi #2. Si on suppose
de plus que d est premier, alors d divise aussi z, ce qui est contradictoire puisque
xAyAz=1. Donc (y+2)A(z—y)=1.

27717;

S
2 sous la forme 22 = Hp-
i=1

(b) On peut écrire x 2" ous € N* py, -+, ps sont des nombres
premiers deux a deux distincts et mll, ---,ms € N. Remarquons que y + z > 0 et
y—2z>0. Comme 22 = 22 —y? = (y+ 2)(y — 2), et (y+2) A (y — 2) = 1, alors les
décomposition de y + z et z — y en facteurs premiers n’ont pas de facteurs premiers

communs. Ainsi, y + z et y — z sont de la forme y+ z = prmi, et y—z = prm"’
iel ieJ
ou (I, J) est une partition de [1, s, et le produit sur ’ensemble vide est supposé égal

a 1. I1 suffit de prendre donc u = Hpm'i et v = Hp;"i.

3
i€l ic€J
D’apreés la question précédente, si (z,y,2) € Z> est une solution du systeme 3.3, y étant
pair et z > 0, alors on peut écrire y 4+ z = u?, et z —y = v? avec u, v € Z impairs vérifiant
2 2 2 2
u + v ut —v . - , .
uAv =1, et donc z = LY = puis x = wv. La réciproquement étant facile,

on en déduit que ’ensemble de solution est :

2 2 2 2 2 2 2 2
{(uv,u v :I:u v ), (u v ,uv,:l:u ;U> : umeZimpairsetu/\v:l}.

2 2 2

. Si (z,y, 2) € Z? est une solution du systéme 3.3 avec 0 < z < 20,0 <y < 20 et 0 < z < 20,

w? 402
2

entiers x ou y est égal a uv et Pautre est égal a . Les hypotheéses imposées entrainent
que 1 <u < v < 5. Les couples (u, v) possibles sont donc (1, 3), (1,5) et (3,5). Les solutions
demandées sont alors : (3,4,5), (5,12,13), (15,8,17), (4,3,5), (12,5,13), (8,15, 17).

, ou u,v € N sont impairs et vérifiant u A v = 1, et 'un des

u?—v?

alors z est de la forme

1), (1,0, 1)}



6. En posant 2 A y A z = d, et en simplifiant par d*> dans I’équation, on se rameéne au cas
précédent, et on déduit que I’ensemble de solutions est :

2 _ .2 2 2 2,2 2 2
{(duv,du 2U ,:I:du to ), <u Y ,uv,:i:u v ) : dEN7u,vEZimpairsetu/\v:l}.

2 2 2
o . } . . ryz
7. D’apres I'expression des solutions obtenus dans les questions précédentes, PP est
T+y+z
TYz wo(ut —vt) | . . L. Tyz
de la forme = , ou u,v € N impairs et v < u. Ainsi, ———— =
T+y+z duv + 4u? T+y+z
v(u—v)(u? + v?)

€N, car u — v et u? 4+ v2 sont pairs, puisque u et v sont impairs.
4 ) )

3.4 Nombres premiers

Exercice 84 Nombres de Fermat

1. Prouver que pour tout m € N, si 2™ + 1 est premier alors m est une puissance de 2.
Pour n € N, on note F,, = 22" 4+ 1. F,, s’appelle le n-me nombre de Fermat.

2. Montrer que V(n,m) € N> m # n = F, A F,, = 1. En déduire que l'ensemble des
nombres premiers est infini.

3. En observant que 641 = 5* + 2% = 1 + 5.27, montrer que Fj est divisible par 641. (La
conjecture de Fermat ; tous les F), sont premiers, est donc fausse).

4. Montrer que pour tout n > 1, F;, se termine par un 7 en écriture décimale. Prouver que
si n est congru a 0 (resp. 1,2,3) modulo 4, alors F), se termine par 37 (resp. 97,17, 57).

Réponse 84

1. Supposons que m n’est pas une puissance de 2; donc elle est de la forme m = 2%(2k + 1)
avec d, k € N. Ainsi,
om 11 =14 22d(2k+1)

=1+ (22d e

1 ( 22d)2]€+1

On en déduit que 2™ + 1 est divisible par 1 + 92" ; donc 2™ 4+ 1 n’est pas premier.
2. Soient m,n € N avec n <m et d = F, A\ F,,. Alors

=1+ (F, — 1) avecl=2m"
l
24 S () B

k=1
Donc d divise 2, et comme F}, est impair, alors d = 1. Soit p,, un diviseur premier quel-
conque de F},, pour tout n € N. Comme les F;, sont premiers entre eux deux a deux, alors
les p,, sont distincts deux a deux et alors I’ensemble des nombres premiers est infini.



3. Puisque 641 = 5% +2% =1 +5.27 alors :

F5=0 [641] <= 232=527 [641]

5 [641]
— 51221 =5 [641]
— 53221 =1 [641]
= —53221 = 527 [641]
= 5221 =1 [641]

<« 5221 = 527 [641]
= 52" = —1 [641]

ce qui est vrai. Donc Fy est divisible par 641.

4. On montre par récurrence que F,, =7 [10]. C’est vérifié pour n = 2, si c’est aussi le cas
pour n alors

Fopn =(F,—1)24+1
=362+1 [10]
=37 [10]
=7 [10]

On a déja pour n =2, n=2 [4] et F» =17 [100].
Or si F,, = 17 [100], alors F,41 = 57 [100], F,42 = 37 [100], F,,43 = 97 [100] et
F,+4 =17 [100]. Donc, par récurrence Fy, =17 [100] et Fy, 4, = selon r [100].

Exercice 85 Théoréme de Wilson
Soit p € IN \ {0, 1}. Montrer que p est premier si et seulement si (p — 1)! = —1 [p]

Réponse 85
Pour tout k € [1,p — 1] il existe un unique élément k' € [1,p — 1] tel que k&' =1 [p]. On
notera k' = f(k). On a facilement f(k) = k = k = louk = p — 1. Aussi, si on note
A={kel,p—1] : k< f(k)}etV={ke[l,p—1] : k> f(k)} alors f réalise une
bijection de A vers V. Donc :

(p—1)! =(p—1)><(H k)X<H k)

keA kev
=0 ([Lk) < (1L w)
— -1 (IR0
=-1 [p]

Exercice 86 Le petit théoréme de Fermat

1. Soit p un nombre premier. Montrer que pour tout entier p divise (p ) pour tout k €

k
[1,p — 1], et en déduire le petit théoreme de Fermat :

Yne€Z, n’=n Ip

2. Application : Montrer que pour tout m,n € N, le nombre A = mn (m% —n®) est
divisible par 56786730.



Réponse 86

1. Récurrence sur n

2. Application : Soient k,! deux entiers naturels tels que 60 = kl. Remarquons d’abord que
m89 — n% est divisible par m* — n*. Posons donc m% — n% = (mk — nk) B avec b € N.
Si de plus k + 1 est un nombre premier alors :

A =mn (mﬁo —nS0

mn (mk —nF)B
(nkarl — mn’”l) B
(mn —mn)B [k+ 1]
0 [k+1]

C’est a dire que k+1 divise A. Les diviseurs de 60 vérifiant cette propriété sont 1, 2,4, 6, 10,12, 30
et 60. On en déduit que les nombres 2,3,5,7,11,13,31,61 divisent A. Etant premiers, leur
produit, qui n’est autre que 56786730, divise A.

Exercice 87

Soit p un entier premier supérieur ou égal a 3. On considére sur (Z/pZ)* la relation R définie
par :
TRy < =y? ouzy? =1
1. Montrer que R est d’équivalence.
2. Quelle est la classe cl(x) pour tout x € (Z/pZ)*?
3. Montrer que card (cl(z)) <4< z=1ouz=—1ouz?=—1.
4. Montrer que —1 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p = 1 [4].

Réponse 87

1. Facile.

2. Soit x,y € (Z/pZ)*. Alors,
?=y" S@-ylety =0
& x =y oux = —y, car, p étant premier, Z/pZ est un anneau intégre

et de la méme maniere,

22y’ =1 e ry=louay=—1
1 -1

Sy=zlouy=—-x
On en tire que cl(z) = {z, —z,z71, -2~}

3. D’apres l'expression de cl(x), on a card (cl(z)) < 4 si et seulement si deux au moins parmi
les éléments z, —x, x !, —x~! coincident. Remarquons que x # —z, sinon, on aura 2.z = 0,
ce qui faut puisque p est un nombre premier différent de 2 et = est inversible dans I'anneau
Z/pZ. Pour la méme raison on a x~1 # —2~1. D’ou

card(cl(z)) <4 S z=ztouxr=-z!
sr2=1louxr?=-1
sr=louz=-louz?=-1



4.

D’apres la question précédente, les seules classes d’équivalences dont le cardinal n’est
pas égale a 4 sont : celle de 1, qui est {1,—1} et dont le cardinal est 2 car p # 2, et
éventuellement, en cas d’existence, d’'un élément a dont le carré est égal a —1, et qui
sera a, —a, donc de cardinal égal a 2. Remarquons que si un tel élément a existe, les seuls
éléments dont le carré est égal a —1 sont a et —a. Puisque les classes d’équivalence forment
une partition de (Z/pZ)*, alors le cardinal de (Z/pZ)*, qui n’est autre que p — 1, est la
somme des cardinaux de ces classes d’équivalence. On en déduit que p—1 =2 [4] lorsque
—1 n’est pas un carré dans Z/pZ, et p—1 = 0 [4] lorsque —1 est un carré dans Z/pZ.
Donc, —1 est un carré dans Z/pZ si et seulement si p = 1 [4].

Exercice 88

1.
2.
3.
Réponse 88

1.

Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4k — 1.
Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 6k — 1.

Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 3k + 2.

Déja, il existe au un tel nombre premier, par exemple 3. Supposons que cet ensemble est

fini, et notons le A. Posons N = 4| J[[ p| — 1 de sorte que N = —1 [4], et que N

pEA
n’admette pas de diviseur premier dans A. Remarquant que pour tout nombre premier p
onap=1 [4 oup=—1 [4]. Donc tous les diviseurs premiers de N sont congrus a 1

modulo 4, et par suite, en décomposant N en facteurs premiers on a N = 1 [4], ce qui est
faux. Conclusion : Il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4k — 1.

Exercice 89 Décomposition de n!

Soient n > 2 et p € P.

1.
2.
3.

5.
Réponse 89

1.
2.

On suppose p > n. Calculer v,(n!)

Calculer v, (p!).

On suppose que p < n et soit m = L%j ou |.| désigne la partie entiére d’un réel. Montrer
que vp(n!) =m + v, (m!).

. En déduire que pour tout entier n > 2

k=s

wn) =3[ ]

k=1 p

ou s est le plus grand des entiers naturels qui vérifie p® < n.

Exemple : Décomposer en produit de facteurs premiers 20!

Si p > n alors v,(n!) = 0.

vp(p!) = 1, car p ne divise aucun entier k € {1,2,--- ,p — 1}.



3. Pour tout k € [1,n] on a v,(k) # 0 si et seulement si k est de la forme k = pk’ avec k' € N
tel que 1 < &’ < m. Donc,
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4. On montre par récurrence sur ¢ que, pour tout ¢ € [[1,s], on a :

vp(nl) = vp(my!) + ZL]%J,
k=1

oum; = Lﬂj Le cas i = 1 était 'objet de la question précédente. Supposons que le résultat
est vérifié pour un certain 4 tel que 1 <14 < s, et calculons v,(m;!). On a

Up(mi!)

Il

<
i)
—

Ny
~

Il
—~
[—
+
<
bS]
—~
ES)
~
~

= Mit1 + vp(Miy1!)

i+1
et par suite, vp(n!) = vy(mip1!) + 32 [Jr]. Ainsi, pour tout i € [[1,s], on a : vy(nl) =
k=1

S
vp(ms!) + kzl L] Or, comme n < p***, alors m, < ; < p, et par suite v,(m!) = 0. On

en déduit qae
k=s

=> 5]

i

=1 P
5. Les nombres premiers inférieurs a 20 sont : 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17 et 19. Selon la
formule précédente on a v2(20!) = 10 +5+ 2+ 1 = 18, v3(20!) = 6 + 2 = 8, v5(20!) = 4,
v7(201) = 2, v11(20!) = 1, v13(20") = 1, v17(20!) = 1 et v19(20!) = 1. Comme conséquence :
20 = 218.38.5.72.11.13.17.19

Exercice 90




Le but de cette partie est la résolution dans N* x N* de 1’équation
¥ =y* (E)
1. Soit (z,y) une solution de (F) tel que z > 2 et y > 2.

(a) Montrer que P(z) = P(y)

(b) Montrer que ¥p € P(z) = P(y), yup(x) = 20, (y)

(¢) En déduire que z divise y ou y divise z.

(d) Montrer que pour tout m,n € N*, tel que m >2etn>1ona:nm ! >m.

(e) Résoudre alors dans N* x N* I’équation n™~!

2. Résoudre (E).
Réponse 90

=m.

1. Soit (z,y) une solution de F tel que = > 2 et y > 2

(a) Soit p € P(x), alors p divise z¥, donc p divise y*, or p est premier alors p divise y,
donc p € P(y), de méme si p € P(y) alors p € P(z), d'ou P(x) = P(y)

(b) Soit p € P(), alors il existe 8 € N* tel que 2 = p”»(*) 3 et p 1 3, alors ¥ = p¥u»(*) gY,
D’autre part on a : p € P(y), alors il existe v € N* tel que y = p*»)y et p {1, alors
y® = p=rWa% done z¥ = p*rW~% donc x¥ = p¥Ur(®) Y = prrW~% donc d’aprés
l'unicité de décomposition en éléments premiers on a : yv,(x) = zv,(y)

(¢) Siz =y alors (z,y) est solution de E et z divise y et y divise x.

Supposons que x # ¥y, supposons par exemple que x < y, comme P(x) = P(y),alors
pour montrer que x divise y il suffit de montrer que v,(z) < v,(y).

Ona: z <y, donc zv,(y) < yvp(y) or, yvy(x) = zvp(y), done : xuva(:v) < yup(y), or,
x #0ety+#0, donc v,(z) < vy(y), d’ott = divise y. De méme si y < z, on a y divise
x. car x et y jouent des roles similaires.

(d) Soit n > 1, montrer par récurrence que pour tout m > 2 on a n™ ! > m.

pour m =3 on a n > 1, donc n? > 3, donc n™~ > m.

Soit m > 2, et supposons que : n™ ! > m, Montrons que n™ > (m + 1).

On a : n™ = n™"'n > mn, car N~ > m par hypothése de récurrence, et comme
n > 1, alors nm > m + 1 donc n™ > m + 1, d’ot1 : n"™~! > m pour tout m > 2.

(e) Pour tout m,n € N*, tel que m >2etn > 1ona:n™ ! >m, donc les solutions de
n™~t =m, sont (0 <m < 2etneN*)ou(meN*et0<n<1), donc les solution
sont (n,n) avec n € N*.

2. Soit (z,y) une solution de E, alors on a : d’aprés 1 —¢) x divise y ou y divise x, supposons
par exemple que z divise y alors, il existe a € N* te que y = az, alors :

Y = ya; = 20T — (am)w = (xi)a _ (aw)(mw) = (xa:)afl _ (CLI) = (mafl)a: =a%

Or z > 0, donc %! = a%, et d’apres 1 — e) les solution de E sont (x,z) avec z € N*

Exercice 91 Croissance comparée des nombres premiers

1. Prouver que tout entier n > 6 peut sécrire comme somme a + b ou a et b sont deux entiers
premiers entre eux et strictement supérieur & strictement a 1. (distinguer n pair, puis n
impair).

2. Soit (pp)n>1 la suite strictement croissante des nombres premiers. Montrer que p1ps - - - pp, >
Pn+1 + Pny2 pour tout n > 3.



3. Pour n € N*| on pose ¢, le plus petit nombre premier ne divisant pas n. Montrer que
. dn
lim — =0.

n—+oo N

Réponse 91

1. — Premier cas : Si n est impair. Dans ce cas, on prend a = n — 2 et b = 2. En effet,
comme b —a = 2 et a4+ b =n alors a Ab divise 2 et n et par suite, puisque n est
impair, a A b= 1.

— Deuxieme cas : Supposons que n est pair et posons n = 2k avec k € N. La aussi on
distingue deux cas.
— Supposons que k est impair. On prend a = k—2 et b = k+ 2. Comme précédem-
ment, puisque b — a = 4, alors a A b divise 4. Et puisque a A b divise aussi a, qui
est impair, alors a A b = 1.
— Supposons que k est pair. On prend a = k—1 et b = k+1. Comme précédemment,
aNbdivise 2 et a =k — 1, et par suite a A b= 1.

2. Soit n > 3. Remarquons que ps Xp3 - - - Xp, —2 > 2; car po = 3 et p3 = 5. Donc, po Xp3 - -+ X
Pn—2 admet un diviseur premier ¢. Remarquons aussi que q est impair, car po Xp3---Xp_2
Dest, et que ¢ & {p2,p3 -+ ,pn}. Donc ppi1 <q<paxXpy--Xpp—2 < p1Xpa---Xpy—2
et par suite 2 < py X pa - -+ X pp, — Pnt1. De la méme maniere, p; X pa - -+ X pp, — Pry1 admet
un diviseur premier 7 et ¢ {p1,- - ,pnr1}. Ainsi ppyo <7 <Py X Pa-- X Py — Pry1 et
finalement p1p2 -+ Pn = Prs1 + P2

3. Supposons que non. Il existe donc ¢ > 0 tel que, pour tout n € N*, il existe p(n) € N*

do(n)

o(n)

Il existe alors f(n) € N tel que f(n) > 4 tel que qu(n) = Pp). Ainsi, p1,...,Ppmn)—1

divisent ¢(n), ce qui donne p; X pa--- X prrpy—1 < @(n), PUis Pry—1Pfm) < w(n) et

vérifiant : n < @(n) et > c. Soit n € N* de sorte que cn > p3; et donc p3 < qyn)-

n 1
ensuite pr(p)—1 < »(n) < —. Or, puisque n < p(n) et qu(n) = Pf(n) alors f(n) — 400 et
Pin) €
par suite py,)—1 — +00 ce qui est contradictoire. Par conséquent lim n _ 0.
n—+oo N

3.5 Systemes de numération

Exercice 92

Démontrer qu’un entier écrit avec p chiffres en décimal nécessite au moins (3p — 2) chiffres
et au plus 4p chiffres en systéme binaire.

Réponse 92
Remarquons d’abord que ce résultat est évident pour 0. Pour cela, considérons un entier naturel
x & p chiffres en écriture décimale. Cela se traduit par 10P~! < z < 10P. Pour répondre &
la question, il suffit de montrer que 23?73 < x < 2% ce qui sera le cas si on démontre que
23p=3 < 10771 et 107 < 2%, En effet,

23;0—3 < 10p—1 = 22p—2 < 5p—1
L L
et
10P < 297 & 5P < 2%
& hP <8P

ce qui est vrai. Donc, tout entier écrit avec p chiffres en décimal nécessite au moins (3p — 2)
chiffres et au plus 4p chiffres en systéme binaire.



Exercice 93

Existe t-il un systeme de numération de base b dans lequel on puisse avoir une égalité de la
forme :
TIT X TIT = YYYyyy

Réponse 93
Supposons que, dans un systéme de numération de base b, on a TTT X TTT = Yyyyyy, avec bien
entendu, 2 < b, 1 <z <bet 1<z <b. Alors 22 x T11° = y x TzT X 1001, et en simplifiant
par 111 on obtient 22 x 111 = y x 1001, ce qui se traduit par 22 x (1+b+b?) =y x (14 b%).
Donc, 1+ b+ b? divise y x (1 + b3). Pour pouvoir appliquer le théoréeme Gauss, montrons que
(1+b+0b*) A (1+0b%) = 1. Soit donc d un diviseur commun de 14 b+ b? et (14 b%). Comme
14+ b+ b? divise b — 1, alors d divise aussi b® — 1. Ainsi, d divise aussi b — 1 et b3 + 1, et donc
aussi leur somme, c’est & dire que d divise 2. Or 1 + b + b? est un nombre impair, car b et b?
ont la méme parité, donc 2 ne divise pas 1 4+ b + b2, et d = 1. On vient de montrer donc que,
effectivement, (1 + b + b)) A (1 +b%) = 1, d’ott, appliquant le théoréme Gauss, on déduit que
14 b+ b? divise y. Ceci est faux, car 1 <y < b < 1+ b+ b%. Comme conclusion, il n’existe aucun
systeme de numération de base b dans lequel on pourra avoir une égalité de la forme :

TIT X TTT = YYyyyy.




Chapitre 4

Les polynémes

4.1 Divisibilité, racine d’un polynéme

Exercice 94
Justifier les divisibilités suivantes :

l.VneN, X2/ (X+1)"-—nX-1.

2.VneN, (X—-1° /nX"2 - (n+2) X" 4 (n+2)X —n.

3. (X24+ X +1) / (X +1)%H - X0t 1,

4, 1+ X + X2 ) X3 4 X3pF1 4 X3a+20 n p geN.

Réponse 94

On posera chaque fois P le polynéme concerné.

1.Ona P =0sin=0,et P =n(X +1)""! —n sinon. Donc, P(0) = P’(0) = 0, d’ou le
résultat.

2. Car P(1)=P'(1)=0

3.0na X2+ X 4+ 1= (X —j)(X —35%), ott j = e2/3, De plus, Si w désigne j ou 52 alors :
P(w) = (w+ 1) — bt — 1 = (fwz)Gn+1 — w1 = —w? —w—-1=0, dou le
résultat.

4. Comme précédemment, on a X2+ X +1 = (X —j)(X —j2), ot j = e*7/3 et si w désigne
j ou j% alors : P(w) = w3 + w3t + w39+2 = 1 + w 4+ w? = 0, d’ott le résultat.

Exercice 95
Donner une condition nécessaire et suffisante sur n pour que

1+ X +X2/X%" £ X" 41,

Réponse 95
Ona X%+ X +1=(X—j)(X—j4?),ouj=e*/3 Donc,

1+ X +X2/X" 4 X"4+1 <
/ j4n+j2n+1:0

S+ " +1=0
& j" =jouj" =j?
en=1 [Bloun=2 [3].

63



Exercice 96
Pour quelle valeurs de n le polynéme (X + 1)® — X™ est divisible par par X2 + X + 1.

Réponse 96
Ona X2+ X +1=(X—j)(X—342),0uj=e*/3 Donc, 1 + X + X2/(X +1)" — X" si et
seulement si j et j2 sont des racines (X +1)” — X™. Or, si on désigne par w I'une des valeurs j
ou 52 alors :

(w+1)"—w"=0 <& (-1)"w? —w"=0
S (D)™ =1
&n=0 [6],

w'=1si=0 [3]
car w” =wsi =1 [3]

w' =w?si =2 [3].

Exercice 97
Donner une condition nécessaire et suffisante sur « et S pour que

X2 4+2/X*+ XP +aX? + X + 2.

Réponse 97
Une condition suffisante et nécessaire est que, toute racine z de X2 + 2 dans C, est une racine
de X4+ X3 +aX?+BX +2. Cest a dire 4 — 21 — 2a+ fx+2 = 0, ou encore (3 —2)x = 2a — 6.
Sachant que les racines de X2 + 2 sont iv?2 et —i\/i, alors ceci est équivalent & a = 3 et = 2.

Exercice 98
Montrer qu’il existe un unique polynéme P, que 'on déterminera, de degré inférieur a 3 tel que
(X —1)?/P—1et (X +1)°/P+1.

Réponse 98
Soit P un de degré inférieur a 3. Alors (X —1)* /P — 1 et (X +1)> /P 41 si et seulement si
P(1)-1=P(-1)+1=P'(1) = P'(-1) =0.0r, P(1)—1 = P(—1)+1 = 0 si et seulement si 1 et
—1 sont des racines du polynome P(X)—X, c’est & dire que P est de la forme P = (X2—-1)Q+X,
ou () est un polynome tel que deg @ < 1. Dans cas,

<:>{2Q(1)+1—o

P'(1) = P/(~1) =0

—2Q(-1)+1=0
<= 1l et — 1 sont des racines du polynéme 2Q(X) + X
X
= Q(X) = Il

-X
Donc, P = T(X2 —1)Q + X est I'unique polynome vérifiant (X —1)° /P — 1.




Exercice 99
Déterminer tous les polyndmes de K[X] qui sont divisibles par leur polynomes dérivé.

Réponse 99
Remarquons que le polynéme nul est I'unique polynéme constant divisible par son polynéme
dérivé, et tous les polynome de degré 1 sont divisibles par leurs polynoémes dérivés. Soit P un
polynéme de K[X], de degré n > 2, divisible par son polynéme dérivé. Donc il existe a € K
et A € K tel que P = A\(X — a)P’. Comme deg P > 2 alors deg P’ > 1, et par la suite P’
admet au moins une racine dans C. Soit a une racine complexe de P’ de multiplicité égale a
m, et supposons qu’elle est différente de a. On en déduit que « est aussi une racine de P, de
multiplicité égale a m si on consideére 1’égalité P = A\(X —a)P’, mais de multiplicité égale & m+1
si on consideére 1'égalité P(a) = P'(a) = --- = P™)(a) = 0, ce qui est contradictoire. Donc
a = a et par suite P = A(X —a)". La réciproque étant évidente, on en déduit que les polynomes
de K[X] qui sont divisibles par leur polynémes dérivé sont ceux de la forme A\(X — a)™ avec
AeKetn>1.

Exercice 100
Soit a,b,c trois éléments non nuls et distincts, du corps K. Montrer que le polynéme P =
XX -b)(X-¢) XX-a)(X-b) XX-0¢)(X-a)
ala —b)(a —c) c(c—a)(c—Db) b(b—c)(b—a)
a(X —a)(X —0b)(X —c¢)+1 ol « est une constante que ’'on déterminera.
Réponse 100
En effet, a, b, ¢ sont des racines du polynéme P—1 et deg P = 3, donc, P = a (X —a) (X = b) (X — )+

1
leta==-P®,
et « 6

peut s’écrire sous la forme P =

4.2 Division Euclidienne, pgcd et ppcm

Exercice 101
Determiner le reste de la division Euclidienne de

1. X8 — X"+ X*—1par X° -1
2. X™ 4+ a" par XP +aP, oun,p € N* et a € C.
Réponse 101

1. On a

X8—XT4+ X' -1 =X3(X°-1)+ X3 -X*(X°-1) - X2+ X" -1
=(X5-1)(X3-XH+X4-X2-1.

2. Sin < p alors le quotient et le reste de la division Euclidienne de X™ + a™ par X? + aP
sont respectivement 0 et X™ + a™. Supposons donc que p < n, et posons n = pq + r avec
q,r €N, g>1etr<p. Alors

X" a" = XTXP4 4 an

= X" (XP +aP —aP)? +a"

q
="+ X7 Z q (Xp +ap)k (_ap)(l_k
k=0 k
q
a4 (a4 X () (00 ) (e
k=1

="+ (@) + (X7 +an) X7 S <Z> (X? +ar)" ™ (—ap)a=h,



Exercice 102
Soient (a,b) € K2 tel que a # b et P € K[X].
1. Exprimer le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b) en fonction de P(a)
et P(b).
2. Exprimer le reste de la division euclidienne de P par (X — a) en fonction de P (a) et
P’ (a).
Réponse 102

1. Le reste de la division euclidienne de P par (X — a)(X — b) est de la forme P = (X —
a)(X —b)Q + aX + f avec @ € K[X] et o, 8 € K. Ainsi

P(a) =aa+p
P(b) =ba+p

et par la suite
aP(b) — bP(a)

a—>b
P(a) — P(b)

a—2b

8=

o =

n_ p(k)
2. D’apres la formule de Taylorona: P = P(a)+P’'(a)(X —a)+ Y k'(a)
k=2 !

deg P. Donc, le reste de la division euclidienne de P par (X — a)® est P(a)+ P'(a)(X —a).

(X —a)’oun >

Exercice 103
Soit n,m € N*.

1. De la division euclidienne de n par m, déduire celle de X™ — 1 par X™ — 1.
2. Etablir que pged(X™ — 1, X™ — 1) = X"\ _ 1,
Réponse 103

1. La division euclidienne de n par m s’écrit : n = md + r avec 1 < d et 0 < r < m. Donc,

Xn_1 = X7nd+r -1
=X"(Xm-1)+1)%-1
d
- 1rXT Y <Z> (X™ — 1)k,

k=0

Sid=0alorsn =r <m, et par suite X" —1 = X" —1 est le reste de la division euclidienne
de X™ —1par X"™ —1.sid>1 alors

d
XP—1 =X 14Xy (d>(xm—1)k

k=1 k
d. (d

—XT 14Xy (9) (xm - 1)k,
k=1 k

On en déduit que la division euclidienne de X™ — 1 par X" — 1 est X" — 1.



2. D’apres la premiere question, on déduit que, si r est le dernier reste non nul dans I’algo-
rithme d’Euclide du calcul du pcgd n A m, alors X" — 1 est le dernier reste non nul dans
lalgorithme d’Euclide du calcul du pegd (X™—1)A(X"™—1). Ainsi, pged( X" -1, X™—1) =
Xn/\m —1.

Exercice 104
Soient A, B,C € K[X] tels que AA B = 1. Montrer que AANBC = ANC.
Réponse 104
D’une part, A A C' est un diviseur commun de A et C, donc aussi de BC. Soit D un autre
diviseur commun de A et BC. Dans ce cas, D A B divise D et B, et donc divise A et B. Et
comme AN B =1, alors DA B = 1. On applique alors le théoréme de Gauss et on déduit que
D divise C. Sachant qu’il divise A, alors il divise A A C. Comme conclusion, AN BC = AAC.

Exercice 105
Soient A, B € K[X] non nuls. Montrer que A et B sont premiers entre eux ssi A + B et AB le
sont

Réponse 105
Supposons que AAB = 1, et soit Q = (A+ B)A(AB). Alors Q divise AB, A%+ AB et B>+ AB,
et par la suite @ divise A% et B2, puis A"B% Comme AA B = 1, alors A"B? = 1 et par
conséquent @ = 1 et finalement (A+ B) A (AB) = 1. Réciproquement, si D = A A B, il est clair
que D divise AB et A+ B, d’ou D =1 et le résultat en découle.

Exercice 106

1. Montrer que si deux polyndmes a coefficients dans K, ont une racine commune a, alors a
est une racine de leur PGCD.

2. En déduire que si a est une racine multiple de P, alors a est une racine de P A P'.

3. Soit P € Q[X] irréductible dans Q[X]. Montrer que P n’as que des racines simples dans
C.

Réponse 106

1. Soit P et Q deux polynomes a coefficients dans K, et supposons que P et ) ont une racine
commune a. Alors que X —a divise P et @ dans K[X], et par la suite donc X — a divise
leur PGCD.

2. Si a est une racine multiple de P, alors a est une racine commune de P et P’, et donc de
leur PGCD aussi.

3. Supposons que P est un polynéme irréductible dans Q[X]. Donc, deg P > 1, et par la suite
1 < deg P’ < deg P. Ainsi, P ne divise pas P’, et comme P est irréductible dans Q[X],
alors P A P’ =1 et par conséquent P et P’ n’ont pas de racine commune dans C.

Exercice 107
Soient A, B € K[X] non constants et premiers entre eux. Montrer qu’il existe un couple unique
(U, V) e K[X] tel que AU + BV =1, d°U < d°B et d°V < d°A.




Réponse 107

D’ apres le théoréme de Bézout, il existe Uy, Us € K[X] tels que AU; + BU; = 1. La division
Euclidienne de Uy par B et de Uy par A s’écrit Uy = PB+U et Uy = AQ+V avec degU < deg B
et degV < deg A. Donc, AB(P+Q)+ AU+ BV =1, et on en déduit que deg AB+deg(P+Q) =
deg(1— AU — BV) < deg AB, ce qui entraine que P+@Q = 0, et finalement AU — BV = 1 comme
demandé. Pour 'unicité, supposons qu'’il existe deux couples de polyndmes (U, V1) et(Us, Va)
tels que AU; + BVy = AUs + BV, = 1 avec degU; < deg B et degV; < deg A, i = 1,2. Dans ce
cas, A(U; — Us) = B(Va — V4), et en appliquant le théoréme de Gauss on déduit que A divise

Vo — V1. Comme deg Vo — Vi < deg A, alors Vo = Vi, puis Us = Us.

4.3 Décomposition en facteurs irréductibles

Exercice 108

Factoriser (X + )" — (X — )" pour n € N*.

Réponse 108

Posons P = (X +1)" — (X —

on a:

n

(z4+i)" — (2 —1)

i)". Alors le degré de P est deg P = n — 1, et et son coefficient
dominant est 2ni. Si n = 1 alors P = 2ni. Supposons que > 2. Dans ce cas, P admet n — 1
racines dans C. Remarquant que i n’est pas une racine du polynéme P, on a , pour tout z € C

z4+1
S zF et +,:1
z—1

S zFiet <Z+Z) =1

zZ—1
Sz#£ietIke0,n—1] : ﬂzemﬂ/n
zZ—1
oatietke[ln—1] : XL _ gika/n
s

< etdkel,n—1] : 2 (1 _ e2ikﬂ/n) — _j_ je2ikm/n

; . 2cos(km/n)

tIkel,n—-1] : 2= —t—F—F—"——

GErie €lln—1] = Z—2z'sin(k7r/n)
Sz#ietIkel,n—1] : z= Cotan(kn/n)

Donc, P admet n — 1 racines distinctes deux a deux, et par suite :

n—1
P =2ni H (X — Cotan(km/n)) .
k=0
Conséquences :
n—1
— > Cotan(km/n) =01 =0
k=1
n—1 _1)n—1lin _ (_syn—1 0 si n est pair
— ]I Cotan(kn/n) =0,—1 = S - (=9) = { jn-1
k=1 2ni si n est pair.

Exercice 109

1. Factoriser X™ — 1 sur C.



n—1
k
2. En déduire la valeur de H sin ( W)
k=1 "
3. Factoriser le polynéme P = (1 + X)" — cos(2na) + isin(2na), a € C.

n—1
k
4. En déduire la valeur de H sin <7r + 0).
k=0 n

Réponse 109

n—1 2ir

L.Ona:X"—1= J] (X -wk), avecw =e"n".
K:O
2. Posons Q Z X% On a alors X" —1 = (X — 1)Q, et par intégrité de C[X], on a
n—1 n—1
Q= II (X —w") et lasuite Q(1) =n = [] (1 —w*). Or, pour tout k € [1,n — 1] on a
k=1 k=1
1— e =—2i sm( ) donc
= in(n(n-1) = km
ikm im(n(n—
H< ZZsm( >en> (=20)"~ Hsm< )
Finalement

3. On a cos(2na) + isin(2na) = e, et pour tout z € C on a :

, 1 "
(1+2)" =¢¥ o <6;az> =1
1 o
& Ik eo,n—1], %:62’%
e 1a

Ik elo,n—1], z=e2iletiE) 1
s3I eo,n—1], z=eileti) ( i(a+8E) _ e*i(‘”’”/"))
&3k e0,n—1], z= 2ieilat5F ) sin (a + A7)

Les racines complexes de P sont donc les nombres complexes de la forme 2iet(a+5F) sin (a + ),
avec k € [0,n — 1]. Et comme P un polynéme unitaire, alors

n—1
k
P= H <X — 2@+ 55 gin <a+ W)) .
n
k=0

4. En appliquant les relations entre coefficients et racines, ou en évaluons P en 0, on obtient :

1—e?ne = T] —2ie/@t55) sin (a + £T). Donc,
k=0
—2isin(na)e™® = 1:[ —2iei(a+5F) gin (a+ )
k=0

. n—1 n71
_ (_Qi)nez(naJr =) H sin (a_|_ ’%)

k=0
) o n—1 . .
= (=2i)"ee.i" "t ] sin (a + %)
k=0 L
— ng n—1_ina T km
= (=2)"i(-1)""te kl:[() sin (a + £7)

. n—1
= —2"4e' [] sin (a + %’T)
k=0



Ainsi

Exercice 110
Soit a € ]0, 7| et n € N*. Factoriser dans C[X] puis dans R [X] le polynéme

X2 —2cosa. X" +1

Réponse 110
Il est facile de voir que X% —2cosa.X +1 = (X —¢') (X — e™%) et par la suite :

X2n —92cosa.X"™ +1 = (Xn _ eia) (Xn _ e—ia)
n—1 cagokr\ ML at2kn
11 (X—elT) 11 (X —eﬂT)

k=0 k=0

n—1
- kl;[o (X2 — 2cos 7‘”2’” + 1)

Exercice 111
Soit P € R[X]. Montrer que si P(z) > 0, pour tout = € R, alors il existe (A, B) € (R[X])? tels
que P = A? + B2,

Réponse 111
D’apres les hypotheses, la décomposition de P en produit de facteurs irréductibles dans R[X] est :

P=x H (X2 +ap X + bk)ak, avec r € N*, > 0 et ai — 4by, < 0 pour tout k € [1,7] . D’autre
k=1
part, pour tout k € [1,7], il existe B € C/R tel que X2 + apX + by = (X — Bx)(X — B),d’ot

r

P=ry ][ (x =80 ] (X -Br)™.
k=1

k=1

Par ailleurs, on peut écrire H (X — Br)™ = A +iB, avec un certain (4, B) € R[X]?. Ainsi,

k=1
r

H (X — E) “* = A—iB ce qui entraine que :
k=1

P = (A + (yAB)

4.4 Racine d’un polynoéme et multiplicité d’une racine

Exercice 112
Soit P un polynome a coefficients réels et de degré supérieur ou égale a 1 .




1. Montrer que si P admet une racine o complexe non réelle de multiplicité m, alors @ est
aussi une racine de multiplicité m de P.

2. Montrer, & I'aide d’une méthode algébrique, que tout polynome a coefficients réels de degré
impaire admet au moins une racine réelle.

Réponse 112

n
1. Associons a tout polynéme P = Zaka7 son polyndme conjugué P défini par : P =
k=0

n
ZCTka. Il est clair alors que si P € R[X] alors P = P, et que L’application P+ P
k=0
est un automorphisme du R-algebre C[X]. Supposons maintenant que P est un polynome
a coeflicients réels admettant une racine complexe non réelle noté o de multiplicité m > 1.
11 existe alors @ € C[X] tel que P = (X — a)™Q et Q(a) # 0. Et comme P € R[X], alors
P=P=(X—a@)™.Q, ce qui montre alors que @ est une racine de P de multiplicité au
moins égale & m. Or Q(a) = Q(a) # 0, donc @ est une racine de P de multiplicité égale a
m.

2. Supposons que P est un polyndme a coefficients réels de degré impaire, qui n’admet aucune

n
racine réelle. D’aprés la premicre question, P s'écrit : P =y [[ (X — o)™ (X — @),
k=1
ou v, ar € C et B € N. Or ceci montre que P est de degrés pair, ce qui donne le résultat.

Exercice 113
Soit ¢ € Q[X] un nombre rationnel tel que /c ¢ Q.

1. Montrer que pour tout a,b € Q[X] on a : a4+ by/c = 0 < a = b = 0, puis en déduire
que a + by/c = 0 & a — by/c = 0, et que pour tout a,b,a’,b’ € Q[X] on a : a + by/c =
a+byece(a=d etb="V).

2. Montrer que I'ensemble Q[v/c] = {a + by/c : a,b € Q} est un sous corps de R.

3. Etablir que 'application

®: Qlve — Qlvd
a+by/c — a—byc
est bien définie, et est un morphisme de corps.

4. Soit P € Q[X] un polynéme non nul, et a ,b € Q. Montrer que si a+ b+/c est une racine de
P de multiplicité m, alors a — by/c est aussi une racine de P de méme ordre de multiplicité.

Réponse 113

1. Soit Soit a,b € Q[X] tels que a + by/c = 0. Si b # 0, alors \/c = —Ta € Q, ce qui est

faux. Donc b = 0 et par la suite a = —by/c = 0. La réciproque étant évidente, on alors
a+byc=0<%<a=b=0. Ainsi,

a—by/c=0 <a=-b=0
Sa=-b=0
a+byc=0,

et pour tout a,b,a’,b’ € Q[X] on a :

a+by/ec=d +Ve Sa—d)+b-V)y/c=0
Sa=dad etb=V.



2. On a

e 1=1+0x+/ceQ[/d,
e pour tout a,b,a’, b’ € Q[X] :
o (a+bye)—(a' + V)= (a—a)+ (b—V)/eceQlVd],
o (a+Dbyc) x (a +b+/c)=(ad’ +bbc) + (a'b+ ab')\/c € Q[\/],
e si de plus a + by/c # 0, alors d’aprés la premiére question on a a — by/c # 0, et

a—by/c a by/c

1
atb/e (@atb/d x(a—bye a®—bc a2 —bE ©

on peut écrire alors

Qlvd
D'ou, Q[v/¢] = {a+by/c : a,b € Q} est un sous corps de R.

3. D’aprés la premiere question, tout élément de Q[/c| s’écrit de maniére unique sous a forme
a+by/c. Donc, puisque a—b+/c € Q[y/c], Papplication ® est bien définie. De plus, un calcul
simples montre que ®(1) =1 et que, pour tout z,y € Q[v/c] on a ®(z —y) = ®(x) — D(y)
et D(z x y) = ®(x) x P(y), c’est & dire que ® est un morphisme de corps.

4. Soit a,b € Q. Puisque ® est un morphisme de corps alors P(a — by/c) = P(®(a+b\/c)) =
®(P(a+by/c)) et P(a—by/c) = P(®(a+by/c)) = ®(P(a+by/c)). On en déduit que a+b/c
est une racine de P si et seulement si a — by/c est une racine de P. Pour la méme raison,
pour tout k € N, a + by/c est une racine de P*) si et seulement si a — by/c est une racine
de P®). Or, la multiplicité d'une racine x de P est m(z) = min{k € N : P®)(z) # 0},
donc, , a + by/c est une racine de P de multiplicité m si et seulement si a — by/c est une
racine de P de multiplicité m.

Exercice 114
Soit P un polynome a coeflicients réels de degré n+ 1, possédant n + 1 racines réelles distinctes.
Montrer que P’ possede éxactement n racines réelles distinctes.

Réponse 114
Soit P un polynome a coefficients réels de degré n+ 1, possédant n+ 1 racines réelles distinctes :
X1, ,Tpy1. D’apres le théoréme de Rolle, pour chaque i € [1,n], P’ admet une racine y; €
@k, g41[- Ainsi, P’ posséde éxactement n racines réelles distinctes.

Exercice 115
Montrer que pour tout n € N tel que n > 2 le polynéme :

m:1+lx+lxﬁh“+iX"
1 2! n!
n’ont que des racines simples dans C
Réponse 115
Remarquons que P = P’ + )ST Donc, si P, admet une racine z complexes multiple, on a aura
P(z) = P'(z) = 0 et par la suite z = 0. Or P(0) = 1, donc P n’admet que des racines complexes
simples.

Exercice 116
Soit P un polynoéme non constant & coefficients réels dont toutes ses racines sont réelles.

1. Montrer que les racines de P’ sont réelles.

2. En déduire que :Va € R* les racines de P? + a2 sont simples.



Réponse 116

1. Notons aq, ..., a, les racines (deux a deux distinctes) de P, my, ..., m, leurs multiplicités
T
respectives. et n = deg P. Ainsi, deg P = ) my, et ay,...,a, sont des racines distinctes
k=1

deux a deux de P’ de multiplicités respectives my — 1,...,m, — 1 (éventuellement nuls).
D’autre part, si on suppose que a; < ag < ... < a,, par application du théoreme de
Rolle on déduit que pour tout k € [[1,r — 1], il existe by, €]ag, ag+1[ tel que P’'(by) = 0. Le
nombre des racines réelles de P’ est donc supérieur ou égala: >, (mp—)+r—1=n—1.
Comme deg P’ = n — 1, on conclut alors que P’ est scindé dans R.

2. Soit a un réel non nul et posons Q = P? + a?. Il est clair que ) n’a pas de racines réelles.
Soit alors z une racine de Q. Comme Q' = 2PP’, P(z) # 0 et P'(z) # 0 alors Q'(z) # 0,
ce qui veut dire que ) n’a que des racines complexes non réelles simples.

Exercice 117

n
1. Soit P = Y axX¥, n > 1, un polyndme & coefficients dans Z. On suppose que P admet
k=0

une racine rationnelle dont la forme réduite est 1‘3.
(a) Montrer que p/ag et q/ay,.
(b) Montrer qu’il existe un polynéme @ a coefficients entiers tel que P = (¢X — p) Q.
(¢) En déduire que p — ¢ divise P(1) et que p + ¢ divise P(—1).
2. Application :
(a) Montrer P = X3 — X? — X — 1 n’a pas de racine rationnelle.

(b) Factoriser dans R[X] le polynéome P = 72X* — 306 X2 + 469X?2 — 306X + 72.
Réponse 117

n k
1. (a) Puisque P est une racine de P alors > akp—k = 0. En multipliant par ¢" on obtient
q k=0
n n n—1
3 app®q"F = 0. Et comme p divise Y app®q?F et ¢ divise > app¥q”* alors p
k=0 k=1 k=0

divise apq™ et g divise a,p™. Or, p A q = 1, donc aussi p A g" = PP Aqg =1, etle
théoréme de Gauss permet de conclure que p/ag et q/an,.
(b) On va montrer le résulta par récurrence sur n.
— Sin =0, alors P est un polyndéme constant. Comme il admet une racine, alors
c’est le polynéme nul, et par la suite P = (¢X — p) @, ou Q est le polynéme nul.
— Supposons que ce résultat reste vrai jusqu'un certain n, et que, maintenant,
n+1
P = 3 a;X*. D’apres la premiere question, il existe ayq € Q tel que ap4q =

k=0
qay, . Posons L = P — (¢X — p)a,, ., X™. Alors L est a coefficients rationnels,

degL < n et P ost une racine de L. Donc, d’apres 'hypothése de récurrence, il
existe un polynéme @ & coefficients entiers tel que L = (¢X — p) @, ce qui donne
P=(¢X —p) (Q + a;H_lX”), et le résultat est établi.

(¢) Selon la question précédente, il existe un polynéme @ & coefficients entiers tel que

P = (¢X —p) Q. 1l en découle que P(1) = (¢ —p)Q(1) et P(-1) = (¢+p) Q(-1),
puis que p — ¢ divise P(1) et p + ¢ divise P(—1).



2. Application :

(a)

Supposons que le polynéome P = X3 — X? — X — 1 admet une racine rationnelle dont

la forme réduite est 2. Alors, p et g divisent 1, ce qui signifie que p =+1let g =1, et
q

, p . . . ,
par conséquent — = £1. Or, ni 1 ni —1 ne sont des racine de P, comme conséquence,
P n’a pas de racine rationnelle.

Supposons P admet une racine rationnelle dont la forme réduite est B. Alors, p et ¢
q

divisent 72 = 32 x 23. Et comme p et ¢ sont premiers entre eux, alors on a l'une des
deux éventualités :

— L’un d’entre eux est de la forme 27, et 'autre de la forme £37, avec 0 < i < 3
et 0 < j <2 et, bien entendu g > 1,

— T'un d’entre eux est égal a £72, et lautre est égal a +1, avec 0 < ¢ < 3 et
0 <j <2et, bien entendu g > 1.

D’autre part, p — ¢ divise 1, donc les valeurs possibles pour le couple (p,q) sont :
(1,2), (2,1), (2,3), (3,2), (4,3), (3,4), (8,9) et (9,8). Mais, sachant que p+ ¢
divise 1225 = 52 x 72, alors les valeurs possibles sont : (2,3), (3,2), (4,3), (3,4).
Il ne nous reste maintenant qu’a vérifier si ces valeurs répondent bien a la question,

2 3 3 4
ce qui est facile. En effet, les racines de notre polynéme sont 3 3 1 3 et par
suite :

P=(2X —3)(3X — 2) (4X — 3) (3X — 4)

4.5

Relations entre coefficients et racines d’un polynoéme

scindé

Exercice 118
Résoudre z3 — 812 + 232 — 28 sachant que la somme de deux racines est égale & la troisiéme.
Réponse 118
Soit a,b € C tels que a # b. D’apres les relations entre coefficients et racines d’un polynéme, on
déduit que le polynéme P admet a,b,a + b comme racines si et seulement si

2a +2b=28
ab+ a4+ ab+ab+ b2 =23 (4.1)
a’b + b%a = 28.



2a+2b =8
ab+ a? + ab+ ab+ b? = 23
a’b + b%a = 28
a+b=4
a® + b2 =2
ab="17
a+b=4
&S <a?+ b2 —2ab=—-12
ab="17
a+b=4
(a—b)?=-12
ab="7
a+b=4
a—b=2i/3
ab="7
2 +iev/3  avec e = +1
b*a

Ainsi, les solutions de cette équation sont 2 + iv/3, 2 — iv/3 et 4.

Exercice 119
Donner une condition nécessaire et suffisante sur a € C pour que le polyndéme P = X3 —7X 4+«
admette une racine qui soit le double d’une autre. Résoudre dans ce cas ’équation P (z) = 0.

Réponse 119
Soit a,b € C tels que a # b. D’apres les relations entre coefficients et racines d’un polynéme, on
déduit que le polynéme P admet a,2a et b comme racines si et seulement si

3a+b=0
202 + 3ab = —7 (4.2)
2a%b = —a.
Or,
b= —-3a
(42) © < 2a%—9a%=-7
—6a3 = —a
b= -3a
S da==+1
a = 6a

Donc, le polynome P = X? — 7X + a admet une racine qui soit le double d’une autre si, et
seulement si, « = 6 ou @ = —6. Dans le premier cas, les racines de P sont 1,2 et —3, dans le
second, ce sont —1,—2 et 3.

Exercice 120




1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur ¢ € C pour que le polynéome P = X3 —
3X + ¢ ait une racine double, puis résoudre I’équation P (x) = 0.

2. De maniere générale, donner une condition nécessaire et suffisante sur p et ¢ pour que le
polyndme X3 + pX + ¢ ait une racine double.

Réponse 120

1. Soit a,b € C tels que a # b. Le polynéme P admet a et b comme racines, avec a comme
racine double, si et seulement si

2a+b=0
a® + 2ab = -3 (4.3)
a’b = —q.

Or,

b= —-2a

(4.3) &< a®—4a®> = -3
—2a3 = —¢q
b= —-2a
S ca==1

q=2a
Donc, le polynéme P admet une racine double si, et seulement si, ¢ = 2 ou ¢ = —2. Dans
le premier cas, les racines de P sont 1 et —2, dans le second, ce sont —1 et 2.

2. Soit a,b € C tels que a # b. Le polynéme P admet a et b comme racines, avec a comme
racine double, si et seulement si

2a+b=0
a® +2ab=p (4.4)
a’b = —q.
Or,
b= —2a
(44) & (a®>—4a’=p
203 =¢q
b= —2a
& {p=-3a?
q = 2a®

Remarquons alors que si c’est le cas, alors p # 0 et ¢ # 0; sinon, on aura a = b = 0. Dans
ce cas, P ait une racine double si et seulement 5 admet une racine cubique qui est égale

q
— 5 -3
une racine carrée de ?p Cette racine commune ne peut étre que _ip = Tq’ donc ceci
= p
3
équivalent a la condition
q —27¢3
2 8p3
“p 9¢2 (4.5)
3 4p?’
a son tour équivalent & 4p3 = —27¢2. Dans ce cas, les racines sont : a = ;—q, qui est une
p

3
racine double, et b = —q, qui est une racine simple.
p



Exercice 121

En utilisant les relations entre les coefficients d’un polynoéme et ses racines, et en admettant les

formules 22 +y2 +2% = 02 — 205 et 2®+ 1>+ 23 = 0} — 30102 +303 pour tout x,y, z € K, ol 01, 09

et o3 sont les polyndémes symétriques élémentaires de x,y, z, c’est a dire 01 = x +y + 2,02 =

xy + yz + zx et 03 = xyz, résoudre dans K> les systémes suivants :
l.z4y+z=2y+yz+ 20 =2yz=1.

1 1 1 TYZ
2. wdyfr=—4-+-=-—
T Yy =z 4
11 1 1
Borxtytar=—+-+-=_(@"+yP+27) =1
z y z 9
22 b2 422 4B Bt 2B
4. = = =2.
r+y+z 7 10
Réponse 121
l.x4+y+2z=—xy—yz—zxr = —xyz = 1 si et seulement si z,y, 2z sont les racines du

polynéme X? — X2+ X — 1. Or X3 — X? - X +1 = (X — 1)%(X + 1), donc, I’ensemble
de solutions est {(1,2,-2),(1,-2,2),(1,1,-1),(1,-1,1),(-1,1,1)}.

1 1 1 TYz . .
2. x4+y+z=—+ -+ - =———=1s5i et seulement si
T Yy =z 4
0'1:].
0'2:—4
03:_47

si et seulement si z,y, z sont les racines du polynéome X2 — X2 —4X + 4. Or, il est clair
que X2 — X2 —4X +4 = (X — 1)(X — 2)(X + 2), donc, I'ensemble de solutions est
{(1,2,-2),(1,-2,2),(2,1,-2),(2,—-2,1),(-2,1,2),(—2,2,1) }.

1 1 1 1 1

3. xty+z = —+—+- = —(2%+y?+2?) = L siet seulement si oy = 722 - —(0?—209) = 1siet
r y 2z 9 o3 9

seulement si 07 = 1 et 09 = 03 = —4, si et seulement si x, y, z sont les racines du polynéme

X3 — X2 —4X +4. Or, il est clair que X? — X2 —4X +4 = (X —1)(X —2)(X +2), donc,
Pensemble de solutions est {(1,2,—-2),(1,-2,2),(2,1,-2),(2,-2,1),(-2,1,2),(-2,2,1)}.
w22+ 22 234yt 28

4. x4+y+z= - = 10 = 2 si et seulement si
01 =2
0'2:—5
0'3:—6,

si et seulement si z, y, z sont les racines du polynéme X3 —2X2 — 5X + 6. Or, il est clair
que X3 —2X%2 -5X +6=X>-X? - X2+ X -6X +6= (X —1)(X +2(X — 3), donc,
I’ensemble de solutions est {(1,3,-2), (1,-2,3),(-2,1,3),(-2,3,1),(3,1,-2),(3,—2,1)}.

4.6 Equations dans K[X]

Exercice 122




Résoudre dans K [X]? Péquation Q2 = X P2, d’inconnue (P, Q) € K[X]°.
) Réponse 122
Etant donné deux polynomes P et (Q on a :

Q?>=XP? =deg@Q=1+2degP
=P=Q=0

Réciproquement, le couple (0,0) est une solution de I’équation Q% = X P?, donc, I'ensemble de
solutions de cette équation est le singleton {(0,0)}.

Exercice 123
Trouver tous les polynémes P de Clx] vérifiant

P(X?) = P(X)P(X +1) (%)

Réponse 123
Soit P un polynome a coefficients dans C.

— Si P est constant alors P(X?) = P(X)P(X + 1) si et seulement si P? = P, ce qui est
équivalent a dire que P =0 ou P = 1.

— Supposons P n’est pas constant. D’apres le théoreme de Gauss, P admet au moins une
racine dans C. Soit « une telle racine. Si P est une solution de I’équation #, alors " et
(a — 1)?" Dest aussi pour tout n € N*. Comme P n(admet pas une infinité de racines,
alors « = 0, « = 1l ou |a] = |Ja—1 = 0. Si |a] = |oa — 1] = 0 alors « est sur le
cercle unité, et sur la médiatrice du segment dont les extrémités sont 0 et 1. Dans ce cas,
a=—joua=—j,ouj = e /3 et par la suite j> est aussi une racine de P, ce qui
est contradictoire, puisqu’on viens de montrer que les seules racines possibles sont 0,1, —j
et —j. Ainsi, les seules racines possibles sont 0 et 1 ou —j, et par conséquent P est de
la forme P = vX%(X — 1)b, avec 7,a,b € C et v # 0. Réciproquement, un simple calcul
qu’un tel polynéme est une solution de I’équation * si et seulement si v =1 et a = b, c’est
a dire que est de la forme P = X*(X —1)%.

Exercice 124
Résoudre dans K [X] les équations suivantes :

1. (P)? =4P,
2. (X2+1)P"—6P=0.
Réponse 124

1. — Si P est constant alors P est solution de cette équation si et seulement si P = 0.

— Supposons que P est solution de cette équation et que deg P = n > 1. Dans ce cas
2(n—1) = n, et donc n = 2. De plus, si « est une racine de P alors P'(a) = 0, ce qui
signifie que a est une racine double de P, et alors P est de la forme P = (X — «)?,
ou a,v € K avec vy # 0. Réciproquement, en choisissant P ainsi on a :

(P’ =4P = 7*(X —a)? =4(X —a)?
= v=1
Conclusion : 'ensemble de solutions est S = {0, (X —a)? : a € K}.

2. — SidegP < 1 est constant alors P est solution de cette équation si et seulement si
P=0.



— Supposons que P est solution de cette équation et que deg P = n > 2. Dans ce cas
n(n—1)y = 6+, ot v est le coefficient dominant de P, et donc n = 3. Et comme X?+1
divise P, alors P est de la forme P = (X? + 1)(aX + b), ot a,b € K avec a # 0.
Réciproquement, en choisissant P ainsi on a : (X2 + 1) P'—6P =0+ b=0.
Conclusion : ensemble de solutions est S = {aX® +aX : a € K}.

Exercice 125
Montrer que pour tout n € N, il existe un unique P,, € K[X] tel que P, — P, = X™. Exprimer
les coefficients de a ’aide de nombres factoriels.

Réponse 125
Soit n € N, et supposons qu'’il existe un polynéme P, € K[X] tel que P, — P, = X". Dans

| n
ce cas, pour tout k € [[0,n], on a : pR _ ple+l) _ ﬁ){n—k. Ainsi, 3 P _ pli+1) _
3 n n—k S n! n—k & n! k ,k.zo
k’z::O (77, _ k)'X ) et finalement Pn = kzz:o mX = kz::O (k‘)'X . Re(nproquent,

4.7 Divers

Exercice 126

N1
Soit P € K [X]. Montrer que P(X +1) = > —P™ (X), avec N > d°P.

n=0 T

Réponse 126

N X" ~
Pour tout = € K, la formule de Taylor s’écrit : P(X +z) = > —'P(”) (x). Par substitution,
n=0 T
N

~ 1 ~
on obtient P(1+x) = ), —'P(”) (z). Sachant que de deux polyndmes ayant la méme fonction
n=0 T:

N1
polynomiale sont égaux, on conclut que P(X +1) = > —'P(") (X).
n=0 T

Exercice 127 Polynéme d’intérpolation de Lagrange
Soit (zx)o<k<n une famille de n complexes distincts deux & deux. On définit la familles (L )o<k<n
des polynémes d’interpolation de Lagrange associée a la famille (zy)o<r<n par :

I, - ﬁ (X —z))

T — T
k=0,k#l " J

1. Montrer que ,
V(Z7]> € [[Oan]] ’ Ll(xj) = 5%]

2. Montrer que tout polynéme P € C,[X] sécrit de maniére unique sous la forme P =
n

Z ag Ly, ou les ay sont des nombres complexes que 'on déterminera en fonction de P.
k=0
Que peut-on déduire ?

3. En déduire que, pour toute famille (yx)o<k<n de nombres complexes, il existe un unique
polynéme P € C,[X] de degré inférieur ou égal a n tel que P(z,) = yi pour tout k € [0, n].
On déterminera I'expression de P.



4. Soit P un polynéme non nul & coefficients dans C tel que P(n) € Z pour tout n € N.
Montrer que P € Q[X]. Plus précisement , si d = deg(P), montrer que d!P € Z

Réponse 127

1. facile & vérifier
n

2. Soit P € C,,[X]. Supposons que P s’écrit sous la forme : P = Z agLg, ot aq, -+ ,a, € C.
k=0

n
Il en découle que, pour tout j € [0,n], ona P(x;) = Z a;L;(x;) = a;. D’autre part, si on
i=0

n
pose @ = P— Z P(zy)Ly, on vérifie facilement que @ est un polynéme de degré inférieur

k=0
ou égal a n, et admet zg,- - ,z, comme racines. Donc @ = 0, et par suite, effectivement,
nl
P = Z P(xy)Ly. Comme conséquence, on déduit que la famille (Ly)o<k<n est une base
k=0

de lespace vectoriel (C,[X],+,.).
3. Soit P € C,[X]. D’aprés la question précédente, P = ZP(xk)Lk. Ainsi, P(xy) = y
k=0

n
pour tout k € [0,n] si et seulement si P = Z yr Ly, d’ou le résultat.
k=0
4. Considérons la famille des polynoémes de Lagrange (L;)o<i<q, associe & la famille des

d
(1,2,...,d), avec d = deg P. D’aprés la question précédente on a P = > P(i)L;. Re-

=0
marquons que pour tout ¢ [[0,d], L; € Q[X], et que d!L;, € Z[X], donc P € Q[X] et
dIP € Z[X)].

Exercice 128 polynémes de Legendre
Pour tout n € N, on introduit la famille des polynémes de Legendre P, par

P, (z) = Q%n'jx—nn ((x2 — 1)”)

1. Voir la solution Déterminer le degré et le coefficient dominant de P,.

2 1)”“, établir que pour tout

2. Voir la solution En commengant par dériver deux fois (x
n>1,P_ =02n+1)P, +P,_,.

Réponse 128




1. Revenir a la question D’apres la formule de Leibniz on a :

d" n
Pala) = gt (a2 1)")
1 d " n
= g (@ = 1" @+ )"
1 " /n\ dF n n—k n
T kzzo(k> g (DY) g (@+ 1)
1 <(n n!  nl n
= on 2 (k) CEN (z—1)"F@+1)F
=53 (1) @ty

Ceci montre que P, est un polynéme de degrés inférieur ou égal a n, car les fonctions x +—

(x—1)" " (z+ 1)* sont des polynomes de degrés égaux a n. D’autre part, le coefficient
n

2

1

de P, de rang n est v(P,) = o Z <Z) , qui est non nul. Ainsi, P, est un polynéme de
k=0

n 2
1
degrés n et de coefficient dominant v(P,) = on E : (Z) .
k=0

2. Revenir a la question Soit n > 1. Alors

/ o 1 dn+2 2 n+1
Pria(@) = 27+ (n 4+ 1)! dant? ((x B 1) )

= (g D)l e (2x(n+1) (CE - 1) )

=d 1 d”

T () g (2(n +1) (x2 — 1)n +4n(n+ 1)z (m2 — 1)“71)

- s (A DEa+ 1) (- )" dnf+ 1) (2 - 1))

@+ ) (6= 1)) + e (670

27 .n! dx™ 2n—1 pn — 1! dz™

=2n+1)P,+ P,_4

Exercice 129 Polynomes de Fibonacci
Soit (P,,) la suite de polynomes définie par Py =0,P; =1 et P40 = X P11 — P,.

1. Montrer que pour tout n € N, P,%H =P,2FP, + 1.

En déduire que pour tout n € N, P,, et P, sont premiers entre eux.
Montrer que pour tout n € N* et m € N, P4, = P, Ppy1 — Po—1Pm.
Etablir que pour tout n € N et m € N, Proim APy =Py AP,

En déduire que P,, A P, = P, A P, ou r est le reste de la division euclidienne de m par n
puis que que Py, A P, = Ppan.-

oL W



Réponse 129

1. Le résultat est bien vérifié pour n = 0. Supposons qu’il ’est pour un certain n > 0. Ainsi,

PoyoPy = XPoyi1 Py — P}
= Poy1(Pr1 + Poo1) = Popa Po1 — 1
=P’ +Py1Poy) = PopiPo1—1
=P3+1 -1,

d’ou le résultat :
VneN, P2, =P, P, +1.

2. C’est une application directe du théoréme de Bézout, puisque P2 11— PPy =1

3. Le résultat est évident pour n quelconque et m = 0. Supposons que pour un certain m > 0,
le résultat reste vrai pour tout n > 1. Donc, pour tout n € N* on a :

Pn+(m+1) = P(n+1)+m
:Pn+lpm+1_Pan
= (XPn_Pnfl)Perl_Pan
:XPm+1Pn_Pn—1Pm+1 - PPy
= (Xpm+1 - Pm)Pn - Pn—1Pm+1
= Pnpm+2 - Pn—1Pm+1

Donc, le résultat est vrai pour m + 1, et par suite :
Vn € N*, vYm € N, Pn+m = PanJrl —P,_1P,,.

4. Remarquons que le résultat est évident pour n = 0, et supposons dans la suite que n # 0.
Il est clair, d’apres la formule précédente, que tout diviseur commun de P, et P, est un
diviseur aussi de P, 4, donc c¢’est un diviseur commun de P, 4, et P,. Réciproquement,
soit d un un diviseur commun de P, 4., et P,. Toujours d’apres la formule précédente, d
est un diviseur aussi de P,,_1P,,. D’autre part, comme d divise P,, et P, A P,_1 = 1, alors
d N\ P,_1 = 1. Ainsi, d’apres le théoreme de Gauss, d divise P,,, et donc c’est diviseur
commun de P, et P,. Comme conséquence, Py, 1., A Py, = Py A Py,

5. La division Euclidienne de m par n s’écrit : m = nd+r. En appliquant I'identité précédente
d fois on obtient :

Pm/\Pn:Pnd—i-r/\Pn:Pn(dfl)Jrr/\Pn:Pn(d72)+r/\Pn:"':Pr/\Pn~

6. Posons r1,--- 1,0 les restes des divisions Euclidiennes dans I’algorithme d’Euclide pour le
calcul du pged de m et n, rg étant le dernier reste non nul. Donc, m A n = rg, et d’apres
la question précédente on a

Pm/\Pn:Pn/\Prl:Prl/\PTQ:"':Prs/\POZPrS/\O:PrS: mAn-

Exercice 130

1
Soit @ € N et b € N*. Posons P,(X) = —'X”(a — bX)™. Montrer que P,, ainsi que toute ses
n!
a
dérivées, prend des valeurs entieres en 0 et 7

Réponse 130
Posons A = X" et B = (a —bX)" et soit k € N. D’apres la formule de Leibnitz on a :

1 <~ [k 1 <~ [k
PP(x) = L3 <Z) A = Ly <z) Ak—i) )
’ T =0

=0



1 [i+49 ) .
Ainsi, il suffit de montrer que, pour tout 4,5 € N, - (Z —L_j) AW BGU) prend des valeurs entiéres
n!

a . .
en 0 et 7 Or, sii > n, oui > n, alors ADBU) = (. Aussi, tenant compte de la multiplicité des

racines, si i < n, alors AW (0) = 0, et si j < n, alors B(j)(%) = 0. De plus, pour i =net j<n

e 7;(n:j)AwK®l¥”®)<n:j><?>ﬂa%wmnjgz'

De la méme maniere, pour j =neti<nona:

Lin+d\ 46y @\ pmy @ _ (n+E\ (1) % s n
(N ang e = (" (5) s
— (") (™) han-ivi e 7

n 1

d’ou le résultat.

Exercice 131 Contenu des produits de polynomes et divisibilité

Soient P(X), Q(X) € Z[X]. On définit le contenu d’un polyndéme P(X), noté C(P(X)), comme
étant le plus grand commun diviseur (pged) des coefficients de P(X). On dit qu’un polyndme de
Z[X] est primitif si ses coefficients sont premiers entre eux dans I’ensemble, i.e., C(P(X)) = 1.

1. Lemme de Gauss sur le contenu des produits :
(a) Montrez que si le produit de deux polyndmes primitifs est également un polynéme
primitif.
(b) En déduire que, pour tout P(X),Q(X) € Z[X], on a :

2. Application a la divisibilité et a I’irréductibilité dans Z[X] Soit P(X),Q(X) €
7/ X].
(a) Soit Q(X) € Z[X] et L(X) € Q[X]. Montrer que si

P(X) = Q(X)L(X).

alors L € Z[X].
(b) En déduire que P est irréductible dans Z[X] si et seulement si il I'est dans Q[X].

Réponse 131

m
1. (a) Soit P(X),Q(X) € Z[X] deux polynomes primitifs, et posons P = Y apX* et
k=0
n
P = Y abkXF. Soit p un nombre premier. Comme A a, = A b, = 1, alors
=0 0<k<m 0<k<n
il existe k € [0,m] et I € [[0,n] de sorte que p ne divise ni a; ni b;. On choit k
et | comme étant les plus petits entiers a vérifier cette propriété. Pour montrer que
PQ est primitif, il suffit de montrer que p ne divise pas tous ses coefficients. Plus
précisément, on va montrer qu’il ne divise pas le coefficient de X**!, c’est & dire que

pnedivise pas Y,  a;bj. Or, pour tout i € [0,m] et j € [0,n] tels que i+j = k+1
0<i<m
0<j<n
itj=k+l
on a, soit ¢ < ¢, soit j <. De plus, si i < k alors p/a;, et si j < [ alors p/b;, donc,
dans les deux cas p/a;b;. Et comme p est un nombre premier qui ne divise ni a ni



b, alors p ne divise pas agb;, et par la suite p ne divise pas aussi )  a;b;, et le
<i<m
0=i<n
i+j=k4l
résultat est établi.
(b) Soit P(X),Q(X) € Z|X]. En factorisant par leur contenus, on peut écrire P = C(P)A
et Q@ = C(Q)B, ou A, B sont des polyndmes primitifs . Ainsi, PQ = C(P)C(Q)AB,
et par suite :

C(PQ) = C(C(P)C(Q)AB) = C(P)C(Q)C (AB) = C(P)C(Q)

2. Application a la divisibilité dans Z[X] :
(a) Soit P(X),Q(X) € Z[X] et L(X) € Q[X] tels que P(X) = Q(X)L(X). On peut
multiplier L par un entier naturel a de sorte que aL(X) € Z[X]. Dans ce cas,

ClaP) = C(Q(al)) = C(Q)C(aL) = C(al)

Ceci montrer que a divise C(aL), puis que L € Z[X].

(b) Le sens réciproque est évident. Montrons donc le sens direct par contraposé. Pour cela,
supposons que P est réductible dans Q[X], et montrons qu’il 'est dans Z[X]. Il existe
dans ce cas L(X), Q(X) € Q[X] tels que P(X) = Q(X)L(X) avec 1deg @ < deg P.
On peut multiplier L par un entier naturel a, et @ par un entier naturel b de sorte
que aL(X) € Z[X] et bQ(X) € Z[X]. On peut ainsi écrire abP(X) = cA(X)B(X),
ou ¢ € N, et A, B sont deux polynomes a coefficients dans Z et primitifs tels que
avec 1deg A < deg P. Ainsi, ab divise ¢, et on a alors P(X) = éA(X)B(X), ce qui

montre que P est réductible dans Z[X].

Exercice 132 Le critére d’Fisenstein
Soit P un polynoéme a coefficients dans Z défini par :

P(x)=ap, X" +ap 1 X" ' 4 4 a1 X + ag.

1. On suppose qu’il existe un nombre premier p tel que :
— p| a; pour tout i € {0,1,...,n— 1},
— D 'f Qn,
— p*fao.
Montrez que, dans ce cas, le polyndéme P est irréductible sur Q, c’est-a-dire qu’il ne peut
pas étre écrit comme le produit de deux polynémes non constants a coefficients rationnels.

2. Vérifiez si le polynéme suivant est irréductible sur QQ en utilisant le critére d’Eisenstein :

Q=X"+5X3+10X2+ 15X + 25.

Réponse 132

1. Supposons que P soit réductible sur Q. D’apreés 'exercice 131, P est aussi réductible sur
Z, et par la suite il existe deux polyndmes A et B dans Z[z], de degrés respectifs d4 et dp
(avec da,dp > 1 et dg +dp = n), tels que

P =AB.

Pour la suite, on utilisera deux méthodes, la premiere est élémentaires, la seconde se fait
par réduction a Z/pZ[X].



T S
— Premiére méthodes : Posons A = Y. ¢, X* et B = . dipX*. Donc ag = codp, et
k=0 k=0

comme p | ag, alors p | ¢g ou p | dyg. Supposons que p | ¢o. Dans ce cas, puisque
p? 1 ag, alors p { do. Maintenant, il est facile de montrer par récurrence sur k, que
p | ¢k, pour tout k € [[0,7], ce qui entraine que p | a,, car a,, = ¢.ds, ce qui est faux
par hypothese.

— Premiére méthodes : En passant modulo p, on aura dans Z/pZ[X] l'identité P =
Ax B.
Et comme, p | a; pouri =0,...,n—1,donc P = @, X" (mod p). Puisque p { a,, alors
p ne divise pas les coefficients dominants de A et B, et il s’ensuit que deg A, deg B > 1.
Et de I’égalité, a,X" = A x B, on déduit que X divise A et B. d’ot, p divise les
coefficients constants de A et B, et par suite, p? divise le produit des coefficients
constants de A et B. Or, ce produit est égal & ag, ce qui contredit 'hypothese p? { ag.
Conclusion : P est irréductible sur Q.

2. Remarquons que le nombre p = 5 vérifie les hypothéses du critére d’Eisenstein, donc, le
polyndéme @ est irréductible sur Q.

Exercice 133
Soit P un polynoéme non constant a coéfficients entiers. Montrer que pour tout ng € N, il existe
n > no tel que P(n) n’est pas un nombre premier

Réponse 133
Cela revient & montrer qu’il existe une infinité d’entiers naturels n pour lesquels P(n) n’est pas
un nombre premier.

— Premier cas : Supposons que deg P = 1, donc de la forme p = aX + b, ou a,b € N avec
a # 0. Soit p un nombre premier qui ne divise pas a. Il existe alors a’ € N tel que a-a’ =1
(mod p), et il en découle que :

VeN, an+b=0 (modp)&n=-b-d (mod p).

Ainsi, P(n) n’est pas un nombre premier, pour tout entiers naturels n de la forme n =
kp — ba’ avec k € N.

— Deuxieme cas : Supposons que deg P > 1, et soit z une racine complexe de P. Une telle
racine existe par le théoreme de Gauss. Remarquons que I’ensemble

{neN*" : A € Q[X] et A(z) =0}

est une partie non vide de N, contenant deg P. Donc, elle admet un plus petit élément
d. Considérons alors un polynome non constant @ € Q[X] annulant z de degré minimal,
i.e., deg @ = d. En multipliant () par un entier naturel bien choisi, on peut supposer que
Q € Z[X] primitif, c’est a dire que ses coefficients sont premiers entre eux. Maintenant,
effectuons la division Euclidienne dans Q[X] du polynéme L = P o (P + X) par Q. Elle
sécrit : L = QA + R avec deg R < deg@. Or, il est facile de voir que R(z) = 0, ce qui
permet de conclure que R = 0, sinon, on aboutira & une contradiction avec la définition
de Q. Ainsi, L = QA, et en appliquant ’exercice 131, on déduit que A € Z[X]. D’autre
part, il est clair que 1 < deg@ < degP < degL, et donc aussi 1 < degA < degL. 1l
s’ensuit que 2 < A(n) et 2 < Q(n) a partir d’un certain rang, ce qui entraine que L(n), qui
n’est autre que P (n 4+ P(n)), n’est pas un nombre premier. Pour conclure, il suffit d’avoir
limn 4+ P(n) = 400, ce qui est possible en remplagant P par —P dans le cas échéant.




Exercice 134

Soit @ € C. On dit que « est algébrique sur Q, §’il existe un polyndéme non nul P € Q[X] tel
que P (a) = 0. On suppose que « est algébrique.

1.

3.
Réponse 134

1.

Montrer que 'ensemble I () = {P €Q[X]: P(a)= O} est un idéal de Q[X], c’est & dire
un sous groupe de Q[X] tel que pour tous P € I (o) et P € Q[X],on a PQ € I (a).

. En déduire qu’il existe un unique 7, € I(a) tel que I (a) = {m P : P € Q[X]}. 7o

s’appelle le polynéme minimal o dans Q

Montrer que 7, est irréductible dans Q[X], et que « est une racine simple de 7.

En effet, I, # 0, car il contient le polynéme nul. De plus, pour tous polyndéme P, Q € I ()
et L € Q[X],ona (PL—-Q)(«)=0,donc PL—Q € I,, et par suite I () est un idéal de
Q[X].

2. Car c’est un idéal non nul de PQ[X].

3. Supposons que 7, se factorise sous la forme m, = AB, avec A, B € Q[X]. On en déduit

que Z(a) =0 ou E(a) = 0. Supposons par exemple que A(a) = 0. Donc, A € I(a), et
par suite m, divise A. Et comme A divise 7, alors A et 7, sont associés, ce qui implique
que 7, est irréductible dans Q[X]. Supposons maintenant que « est une racine multiple
de 7. Ceci veut dire que 77, () = 0, et par suite 7, € I(«), puis 7, divise 7/, ce qui est
contradictoire, car 0 < degnl, < deg mq.




Chapitre 5

Les fractions rationnelles

5.1 Généralité

Exercice 135

Soit F' € K(X). Montrer que deg F' < deg F' — 1, avec égalité si et seulement si deg F' # 0.
Montrer, de plus, que pour tout entier n > 2, il existe une fraction rationnelle telle que deg F' = 0
et deg F/ = —n.

Réponse 135

— Supposons que deg F' < 0. Si F' = 0 alors il est clair que deg(F’) = deg(F) — 1 = —o0.
P
Supposons de plus, que F' # 0. Alors F' s’écrit sous la forme F' = —, ou P, sont deux
polynémes non nuls tels que deg P < deg Q. Ainsi, deg(F') = deg(P) — deg(Q), et
P/Q _ PQ/
Q2
Or, il est facile de montrer que P’'Q— PQ’ est un polynéme de degré deg P+deg Q—1, dont

le coefficient dominant est dom(P)dom(P) (deg P — deg @) # 0, ou dom(P) et dom(Q)
désignent les coefficients dominants de P et ). On en déduit que

deg(F") = deg ( ) — deg (PQ — PQ') — 2deg (Q).

deg F/ = deg F — 1.

— Supposons que deg F' > 0, et posons F sous la forme F' = E+ G, ou F est la partie entiere
de F, et G est une fraction rationnelle de degré strictement négatif. Alors, F/ = E' + G/,
deg FF = deg FE et

deg ' — degE' ,siE'#0
&8 = degG’' ,siE' =0

Donc,

— Si E' =0, ce qui revient & dire que deg F' = deg E = 0, alors
deg F' = deg G’ =degG — 1 < degF — 1,
— Si B’ > 0, ce qui revient & dire que deg F' = deg F > 0, alors

degF' =degE' =degE — 1 =degF — 1.

87



Comme conclusion, deg I’ < deg F' — 1, avec égalité si et seulement si deg F' # 0. De plus, pour

tout entier n > 2, en prenant F =1+ Xn-T ona deg FF =0 et deg F/ = —n.

Exercice 136

1. Démontrer qu’il n’existe pas de fraction rationnelle F tel que F? =

ST

2. Démontrer qu’il n’existe pas de fraction rationnelle F' tel que F’ =

Réponse 136

1. La fraction rationnelle nulle nul n’est pas solution de notre équation, et si F' est une fraction
rationnelle non nulle telle que F? = X, alors deg(F?) = 2deg(F). Or, deg(X) = 1, et
I’équation 2n = 1 n’a pas de solutions dans Z.

1
2. Soit F' une fraction rationnelle telle que F’ = <

— Premiére méthode : On sait que F' s’écrit de maniere unique sous la forme F' =
E + G, avec E est la partie entiere de F, et G est une fraction rationnelle de degré

strictement négatif. D’apres Pexercice 135 on a deg G’ < deg G. D’autre part, apres
dérivation, on déduit que £/ = 0 et G' = %, et par suite degG’ = —1. D’on,
—1=deg G’ < degG < 0, ce qui est impossible.
— Deuxiéme méthode : Il est facile de remarque que 0 est un pdle de F'. Sa partie
polaire s’écrit sous la forme in: %7 oum € N* et ay, -+, a,, € Knon tous nuls. On
. . - . . . & —kayg
en déduit que 0 est un pole de F’ de partie polaire égale a 1;:31 Xhe

Or, d’apres ce

1 1
légalité F' = < 0 est un pole de F’ de partie polaire égale a < d’ou la contradiction.

Conclusion : Il n’existe donc pas de fraction rationnelle F' telle que F' = 1/X.

Exercice 137
Existe-t-il une fraction rationnelle F telle que

F(X)? = (X*+1)%

Réponse 137

Ecrivons F' (X) = gg) avec P et Q deux polyndmes premiers entre eux, et () unitaire. La

condition F(X)? = (X? + 1)3 devient

~—

P2 — (X2 + 1)3@2.

Ainsi, Q2 divise P2. D’ott Q? = 1, puisque P? et Q% sont premiers entre eux. Donc Q = 1 (ou
—1). Ainsi, F' = P est un polynome et P? = (X2 + 1)3.

En particulier, P? est de degré 6, donc P doit étre de degré 3. Ecrivons P = aX? + bX2 +
cX +d, et développons I'identité P? = (X2 +1)3 :

XO4+3X143X%4+1 = a? X% +2abX5 + (2ac+b*) X* 4 (2ad +2bc) X3 + (2bd + ) X2 +2¢d X +d>.

On identifie les coefficients : pour le coefficient de X, on a a = £1; pour le coefficient de
X%, onab=0; pour le coefficient constant, on a d = £1; pour le coefficient de X, on a ¢ = 0.
Mais alors, le coefficient de X3 doit vérifier 2ad + 2bc = 0, ce qui est faux.



Ainsi, aucun polynéme ne vérifie 'équation P? = (X241)3, et par le raisonnement du début,
aucune fraction non plus.

Exercice 138

Déterminer un supplémentaire de K[X] dans K (X).

Réponse 138
On sait que toute fraction rationnelle s’écrit de maniére unique comme la somme d’un polynome,
qui est sa partie entieére, et une fraction rationnelle de degré strictement négatif. L’ensemble des
fractions rationnelles de degrés strictement négatifs étant un sous espace vectoriel de K (X),
alors c’est un supplémentaire de K[X] dans K (X).

Exercice 139

P
Soit F' € K(X) une fraction rationnelle non nulle de représentant irréductible o Montrer

que F' est paire si, et seulement si, P et ) sont tous deux pairs, ou tous deux impairs.

Réponse 139
Supposons que F est paire. Donc, P(—2)Q(z) = Q(—x)P(x), et d’apres le théoréme de Gauss,
P(x) divise P(—z) et Q(z) divise Q(—x). Comme deg P = deg P(—x) et deg @ = degQ(—x),
alors les polynoémes P, P(—z), ainsi que @, Q(—x) sont associés, c’est a dire qu’on a P(—z) =
aP(x) et Q(—z) = BQ(x) pour certain a,f € K*. Ainsi, aP(z)Q(z) = SQ(x)P(z) et, par
identification des coefficients dominants, on a @ = +1 et « = £1. Et puisque F # 0, alors
a = 8 = &, et le résultat en découle.

Exercice 140
Soit F' une fraction rationnelle de R(X) telle que F'(n) € Q pour une infinité d’entiers n € N.
On veut démontrer que F € Q(X).

On note w(R) = deg(P) + deg(Q).

P
1. Démontrer le résultat si F' est de la forme F' = 0 avec deg(P) + deg(Q) < 0.

2. Soit d > 0. On suppose que le résultat est vrai pour toute fraction rationnelle de la forme
P P
— € R(X) tel que deg(P) + deg(Q) < d, et supposons que F est de la forme F' = — tel

Q
que deg(P) + deg(Q) =d + 1.

(a) Justifier Pexistence d’un entier m € N tel que Q(m) # 0 et F(m) € Q. Dans toute la
suite, m désigne cet entier.
(b) Montrer qu’il existe un polynéme Py € R[X] tel que

P(X)Q(m) — Q(X)P(m) = (X —m)F,

et que deg(Py) < max (deg(P), deg(Q)).

P,
(c) On supposer dans cette question que deg(P) > deg(Q), et on pose G = ﬁ_
m
P,
Exprimer G en fonction de F, et en déduire que ol O)Q € Q(X), puis que F € Q(X).
m

(d) En déduire que F € Q(X).

3. Conclure.



Réponse 140

1. Si deg(P) + deg(Q) < 0, alors F est le quotient de deux réels, et donc F est réel r. Mais,
par hypothese, F'(n) € Q pour une infinité d’entiers n € N, donc F =r € Q.

2. (a) Comme @ est non nul, alors il admet au plus un nombre fini de racines, et comme
F(n) € Q pour une infinité d’entiers n € N, alors il existe 'un entier m € N tel que
Q(m) # 0 et F(m) € Q.

(b) Considérons S le polynome S(X) = P(X)Q(m) — Q(X)P(m). Alors, deg(S) <
max (deg(P), deg(Q)). De plus, S(m) = 0 AlIlSl S se factorise en S(X) = (X —
m)Po(X) avec deg(FPp) < max (deg(P), deg

I P(m

X—-m Q(m)
tel que F'(m) € Q, on a G(m) € Q. D’autre part, puisque deg(Fp) < deg(P), alors
deg(Py) + deg(Q(m)Q) < deg(P) + deg(Q) = d + 1. Donc, d’aprés ’hypotheése de
récurrence, G € Q[X]. Et comme F = (X —n)G + Q(m) alors F' € Q[X].

(m)”

(d) D’apres ce qui précede, si deg(P) > deg(Q) alors F' € Q[X]. Si deg(P) < deg(Q),

alors le résultat précédent s’applique ok qui vérifie les mémes hypotheses que F, et

(¢) I est clair que G = > On en déduit que, pour tout entier n # m

1
donc T € Q[X] puis F € Q[X]. Donc, dans tout les cas, F' € Q[X].

3. D’apres le principe de récurrence, Si F' une fraction rationnelle de R(X) telle que F'(n) € Q
pour une infinité d’entiers n € N, alors F' € Q(X).

Exercice 141
S)?Zi)ent p et g deux entiers naturels premiers entre eux. Déterminer les racines et les pdles de

—1
Xa—1’

Réponse 141
Les racines de X? — 1 (resp. X7 — 1) sont les racines p-iémes de 'unité (resp. g-itmes) et elles
sont toutes simples. Soit w une racine de X? —1 et de X7 — 1. Alors w? = w? = 1. Mais, puisque
p et g sont premiers entre eux, d’apres le théoréeme de Bézout, il existe deux entiers u,v € Z tels
que pu + qv = 1. Alors

en précisant leur ordre de multiplicité.

w = WPt = (WP)*(w9)” = 1.

Donc, les racines de la fraction rationnelle sont simples, et ce sont les racines p-iemes de I'unité
autre que 1, et ses pdles sont aussi simples et ce sont les racines g-iemes de 'unité, autre que 1.

Exercice 142

Soit F' = — une fraction rationnelle écrite sous forme irréductible. On suppose qu’il existe une
fraction rationnelle G telle que
P(X
e (”) _x.
Q(X)

an X"+ 4+ a1 X +ap

1. SiG = b X7 E X by montrer que P divise (ag — bpX) et que Q divise (a, —
b X).
P X+b
2. En déduire que F' = 0 est de la forme FI(X) = ZX ——:-_d'



aX +b
cX +d’
Réponse 142

3. Pour Y = exprimer X en fonction de Y. En déduire ’expression de G.

1. Posons G = 4 et ' = g (avec A, B, P, @ des polynomes). On réécrit I'identité G(F'(X)) =
X sous la forme
A(F(X)) = XB(F(X)).
Posons n = max(deg A,deg B). Alors n > 1 car sinon, A et B seraient constants et

G (g) = X aussi.

On adonc A=Y} _ ap X" et B=Y,_ b X", oll (an,by) # (0,0), et I'identité devient
n P k n P k
Sa () =xXn(g)
k=0 Q o \¢

En multipliant par Q™, cela donne

zn: apPFQ"F = zn: b X PFQ™ .
k=0

k=0
Donc
(ao — boX)Q™ + (- + (ar, — bk X)P*Q" " + -+ ) + (an — by, X)P™ = 0,

ou les termes dans la parenthése centrale sont tous divisibles par P et par (). Comme @
divise aussi le premier terme, alors @ divise (a, — b, X)P".

D’apreés le lemme de Gauss, puisque P et @) sont premiers entre eux, alors @ divise (a, —
b, X). De méme, P divise tous les termes de la parenthése centrale et le dernier, donc P
divise aussi (ag — bpX)Q", donc P divise (ag — bpX).

2. Supposons de plus qu’on a écrit G = % sous forme irréductible, ¢’est-a-dire avec ged(A, B) =

1. Vu que a,, et b, ne sont pas tous les deux nuls, alors a,, — b, X n’est pas le polyndéme
nul. Comme @ divise a,, — b, X, alors nécessairement @) est de degré au plus 1; on écrit
Q(X)=cX +d.
Par ailleurs, ag — bg X n’est pas non plus le polynéme nul, car sinon on aurait ag = by = 0
et donc A et B seraient tous les deux sans terme constant, donc divisibles par X (ce qui
est impossible puisqu’ils sont premiers entre eux). Donc P est aussi de degré au plus 1, et
on écrit P(X) = aX + b. Conclusion :

aX +b
FX) = X3a

Notez que a et b ne sont pas tous les deux nuls en méme temps (de méme pour ¢ et d).
3. SiY = 2L avec (a,b) # (0,0), alors

cX+
—dY —b
X=—
cY —a
Autrement dit, si on note ¢(X) = ggis, alors sa bijection réciproque est
—dY —b
-1

Y)= ——.

Nous avons prouvé que

aX +b
=X
G(cX—i—d)



Cette identité s’écrit G(¢(X)) = X. Appliquée en X = ¢~ (), elle devient G(¢(¢~1(Y))) =
¢~ 1Y), cest-a-dire G(Y) = ¢~ 1(Y). Ainsi,

—dY —b
GV =—5—a

5.2 Décomposition en éléments simples

Exercice 143
Décomposer sur R les fractions rationnelles suivantes :
X2 4+2X 45
T X2-3X+2
X2 43X +1
X)X —2)
1
X4-1
Réponse 143

2

3.

1. posons P(X) = X242X +5, Q(X) = X2 -3X+2,Q'(X)=2X-3.0na X?+2X +5=
1(X?2-3X+2)+5X+3et X?2—-3X+2=(X—1)(X —2). La décomposition en éléments

simples s’écrit sous la forme :

X2 +2X+5 a b

=l —— + ——.

X2 -3X+2 X-1 X-2

avec a,b € R. Ainsi, a = 5,((11)) = % =-8et b= (5,((22)) = 173 = 13, et finalement :
X2 4+2X+5 1 8 n 13
X2-3X+2 = X-1 X-2
2. — Puisque le degré du dénominateur est strictement supérieur au degré du numérateur,
la partie entiere est nulle.
— On a donc
X2 +3X +1 a b c

= + -

(X-1)3(X-2) X-2 X-1 (X-1)%

— Caleulons a. On pose P(X) = X2+ 3X +1, Q(X) = (X —1)2(X - 2), Q'(X) =
20X —1)(X —2)+ (X —1)% et

_ P _1u_
a—Q/(2)— 1 =11.

— Calculons ¢. On multiplie par (X — 1)? et on évalue en X = 1.

X2 4+3X+1 11(X —1)2

= X -1
~ 2 X 2 + b( )+ ¢
- = ¢ = c=-5.
On a donc
X2 +3X +1 11 b -5

X-1P(X-2) X—2 X-1 ' x-1z



— Pour calculer b, on multiplie par X et on fait tendre X vers l'infini.

X(X24+3X+1) 11X N bX N —5X
(X —-12(X-2 X-2 X-1 (X-12

Quand X — +oo,
1=1140+0 = b= -10.

Conclusion :
X2 4+3X +1 11 10 5

(X—12(X-2) X-2 X-1 (X-1)72

— La partie entiere est nulle.
— On factorise le dénominateur :

X 1=(X2-D)(X2+1) = (X - 1)(X +1)(X2+1).

— On écrit
1 a N b +cX+d
X4—-1 X-1 X+1 X2+4+1°

— On pose P(X) =1, Q(X) = X* — 1 de sorte que Q'(X) = 4X3 et

P11
QO 4
_ P(-1) -1
Q-1 4

— Pour calculer ¢ et d, on effectue d’abord la décomposition en éléments neutres sur C
et on regroupe les termes conjugués.
— Décomposons la fraction rationnelle sur C.

XP-1=X-DX+1D)(X?+1) = (X - (X + 1)(X —i)(X +1).

On écrit
1 _a n b n e n f
Xi—1 X—-1 X+1 X—i X+i

Onpose P(X)=1,Q(X)=X*-1,Q'(X)=4X3. Onadéjavaia=1/4,b=—1/4

et on a
PG 11
T Q) 43 —4i 4
_PE@ 11—
f= Q(—i)  4(—i)3 4 4
Ainsi,
1 1/4 1/4 i/4 i/4

X4-1 X-1 X+1 X—i X+i

— On termine en passant de C a R.

1 o 1/4 1/4 i/4 i/4
X417 X—-1 X+41 X—i X+i
14 1/4 1 i(X+14)—i(X —i)
T OX—-1 X414 (X—i)(X+1i)
o 1/4 /4 1 =2
T OX-1 X+1 ' 4 X2+1
1/4 1/4 1/2

X—-1 X+1 X2+1




Exercice 144
Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes :

1 # 2 X°
C XX X D)X —2)(X —3)

Réponse 144

1. La partie entiére est nulle, et le dénominateur se factorise en X (X —1)(X +1). Multipliant
par X et faisant X = 0, on trouve la partie polaire relativement & X — 0, et ainsi de suite...
On trouve finalement

1 -1 1/2 1/2
X3-X X X-1 X+1

2. En appliquant exactement la méme méthode, on trouve que la décomposition en éléments

simples est
1 8 27

2(X—1)_X—2+2(X—3)'

1+

Exercice 145
Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes :

2X2+1 X3+1
(X2 -1)? BC SV

Réponse 145

1. Le dénominateur se factorise en (X2 — 1)? = (X — 1)2(X + 1)2. Il faut donc étudier la
partie polaire relative a +1 et a -1. Commencons par étudier la partie polaire relative a
—1. La fraction rationnelle s’écrit sous la forme

2X2 41 A1 Ao

(X —12(X+12 X~+1 + (X 112 +G(X),

onG(X) = ﬁ—l—(xﬁiﬂ)fz est une fraction rationnelle dont —1 n’est pas un poéle. Multipliant
cette égalité par (X + 1)2 et faisant X = —1, on trouve Ay = 3/4. On calcule ensuite

2X%+1 3/4 (bX +1)/4 A\

KX 1P (X+17  X+DX-12  x+1 X

On multiplie cette fois par X 41, et on fait X = —1, et on trouve Ay = —1/4. Pour étudier
la partie polaire relative a 1, on peut procéder de la méme fagon ou simplement remarquer
que la fraction rationnelle est paire. On en déduit que

2X2+1 —1/4 3/4 1/4 3/4

X 1E(X 11?2 X+1 (X412 X-1 (Xx_12

2. La partie entiere de cette fraction rationnelle est égale & 1, et on a

X3 +1 _1+3X2—3X+2_1+ a n b L+ c
(X —1)3 (X —1)3 (X -1 (X—-12 X -1




Pour trouver a, on multiplie par (X — 1)? et on fait X = 1. On trouve
a=2.
Pour trouver b, on soustrait ﬁ, et on trouve

3X2-3X +2 B 2 3X
(X -1y (X-13 (X -1)?
b c

- X1 Tx—U

Multipliant par (X — 1)? et faisant X = 1, on trouve

b=3.
Finalement, on retranche encore ﬁ de sorte que
3X 3 B 3
(X -12 (X-12  X-1
_ c
X-1

On a donc ¢ = 3. Finalement, la décomposition en éléments simples recherché est

U SR S
X-13 " (x-12 X-1

Exercice 146
Décomposer en éléments simples sur R la fraction rationnelle suivante :

X441
(X +1)2(X2+41)

Réponse 146

On commence par réaliser la décomposition en éléments simples sur C. Les poles sont —1
(double), i et —i. La fraction rationnelle étant a coefficients réels, les parties polaires sont
conjuguées. On a donc

Xt 41 a b c c

=1 .
Xr2e+n Txrr T xri Tyt x o

Multipliant par X — i et faisant X = 4, on trouve
o it
CG+)E+1)2 2

De méme, on a

En retranchant ﬁ, on trouve

X4 Xx? XX -1 g b L L
(X+D2(X2+1) (X+1)(X2+1)  X+1 X—i X+i




Multipliant par X + 1 et faisant X = —1, on trouve

b=—-1.
Finalement,
X441 . 1 1 1/2 1/2
(X +1)2(X2+1) (X+1)?2 X+1 X-—-i X+
Finalement, en regroupant les deux derniers termes, on trouve la décomposition sur R :
X*+1 I 1 X
(X +1)2(X2+1) (X+12 X+1 X241

Exercice 147
Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R, par identification des coefficients.

_ X
1. F' = <i—1

_ X
2. G= 3-3X2fX—4(X—1)
3. H = 2X34X%2_X+41
4

- X2-2X+1
K = X+1

) X1
Réponse 147

1. F= %. Commengons par factoriser le dénominateur :
X2 4= (X-2)(X+2),

d’ot1 une décomposition en éléments simples du type

a b
F= _—
X—2  X+2
En réduisant au méme dénominateur, il vient
X  (a+b)X+2(a—0b)
X2 -4 X2 -4 ’

et en identifiant les coeflicients, on obtient le systeme :
a+b=1,
2(a—b) =0.

X 1 L !
X2 -4 2(X-2) 2(X+2)

Ainsia:b:%et

2. G= %. Lorsque le degré du numérateur (ici 3) est supérieur ou égal au degré
du dénominateur (ici 1), il faut effectuer la division euclidienne du numérateur par le
dénominateur pour faire apparaitre la partie polynomiale (ou partie entiere). Ici, la division
euclidienne s’écrit :

X3 -3X?2 4+ X —4=(X-1)(X?-2X —1)—5.
Ainsi, en divisant les deux membres par X — 1, on obtient :
X3 -3X2+X -4 5
T =X?-2X - 1— ——.
X -1 X -1

La fraction est alors déja décomposée en éléments simples.




3 H — 2X°+X°-X+41

T oxal - Commengons par faire la division euclidienne du numérateur par le

dénominateur :
2X3 4+ X2 - X +1=(X?-2X +1)(2X +5) + (7TX — 4),

ce qui donne :

7TX —4
H=2X+5+ ——"7-—-—.
X ax 1
Il reste a décomposer en éléments simples la fraction rationnelle H; = #}il. Puisque
le dénominateur se factorise en (X — 1)2, elle sera de la forme :
a b
H, = .
T x o T X1
En réduisant au méme dénominateur, il vient :
X-4  bX+a-b
X2-2X+1 X2-2X+1
et en identifiant les coefficients, on obtient b = 7 et a = 3. Finalement,
2X3+ X% - X +1 3 7
=2X+5 .
X?_ax +1 Tt o T x o
K = ;{(4—111 Ici, il n’y a pas de partie polynomiale puisque le degré du numérateur est

strictement inférieur au degré du dénominateur. Le dénominateur admet quatre racines
complexes eiT/4, 3iT/4 BiT/A — o=3in/4 of (Tim/4 _ g—in/4,

En regroupant les racines complexes conjuguées, on obtient sa factorisation sur R :
X4 +1= (X - eifr/4)()( - 67i7r/4)(X o 63i7r/4)(X - 6737,'71'/4)’
ce qui donne :
3
Xt 41= <X2—2cos%X+1) (X2—2cosIX+1> ,
ou encore :
X141 = (X2 -V2X +1)(X%2+V2X +1).
Puisque les deux facteurs (X2 — /22X +1) et (X2 +1/2X + 1) sont irréductibles sur R, la
décomposition en éléments simples de K est de la forme :
aX +0b n cX +d
X2—V2X+1 X2+V2X+1

En réduisant au méme dénominateur et en identifiant les coefficients avec ceux de K =

))((4—':11, on obtient le systéme :

K:

a+c=0,
V2a+b—+2c+d=0,
a+V2b+c—+2d=1,
b+d=1.

En résolvant, on obtient :

V2 V2 24+1/2 2 -2
a=——, ¢c=—, b= , d=
4 4 4 4
Ainsi :
X+1 —2X 422 x4 243

X441 X2-RX+1 X24+V2X+1



Exercice 148
Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R, en raisonnant par substitution
pour obtenir les coefficients.

_ X54x*th
1. F =357

X3+X

2. G = X34
X

3. H = ey

o 2X*4Xx343X%2-6X+1
4. K = X3 %7

Réponse 148

1. Pour obtenir la partie polynomiale, on effectue une division euclidienne :
XXt 41=(X-X)(X?+X+1)+ X2+ X +1.
Cela donne :
X2+ X+1
X3-X
Puisque X3 —X = X (X —1)(X +1), la décomposition en éléments simples est de la forme :

F=X?’4+X+1+F, ou F =

X2+ X +1 a b c
= ==+ o+
XX-DX+1) X X-1 X+1
Pour obtenir a :
— Multiplions I’égalité par X :
X(X2+X+1) bX cX
XX-nx+n “Tx-itTxTo
— En remplagant X par 0, on obtient —1 = a, donc a = —1.
Pour b :
— Multiplions par X — 1 et remplacons X par 1: b= %
Pour ¢ :
— Multiplions par X + 1 et remplacons X par —1: c = %
Ainsi :
1 3

1
F=X’4+X+41-— .
Aty tay o

2. La partie polynomiale est nulle. La décomposition en éléments simples est de la forme :

G- a n b n c n d
(X -1)3 0 (X-12 X-1 X+1

Pour a :

— Multiplions les deux membres par (X — 1)3, simplifions, et remplacons X par 1 :

Pour d :



— Multiplions par X + 1, simplifions, et remplacons X par —1 :

d=—.
8

Pour ¢ :
— Multiplions par X et considérons la limite quand X — 400 : ¢ = %.
Pour b :
— En remplagant X par 0 : b =

N[

Ainsi :
T 1

8 8
e xi T x s

| [l

3
G = 2
X-17 (X
3. Puisque X2 4+ 1 et X? + 4 sont irréductibles sur R, la décomposition en éléments simples

est de la forme :
_aX+b X +d

X241 X244
En remplagant X par 0, on obtient b+ id = 0. En multipliant par X et passant a la limite

X — 400, 0naa+c=0. Enfin, en évaluant pour X =1 et X = —1, on obtient b = d = 0,
a= CZ—%.AinSi:

1
37 1 1
__3X X
X241 X244

4. Pour la partie polynomiale, effectuons la division euclidienne :

2X* 4 X3 +3X% —6X +1=(2X% - X)) (X +1) + (4X% - 6X +1).

Cela donne :
4X%2 -6X +1
2X3 — X2

En factorisant 2X% — X2 = 2X?(X — 1), la décomposition est :

K:X+1+K1, Ol\l K1:

a b c
Ki=—+—+—-r.
! X2+X+X—%

On trouve a = —1, b =4, et ¢ = —2. Ainsi :

14 2
K=Xtlobtao o
ety T x 1

Exercice 149
Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R.

1. A P’aide de divisions euclidiennes successives :

4X6 —2X5 11X - X3+ 11X%2+2X +3

F =
X(X2+1)3

2. A DP’aide d’une division selon les puissances croissantes :

4X* - 10X34+8X2 —4X +1

¢= X3(X —1)2




3. Idem pour :

X4 2
7 +2X°+1
X5 _ X3
4. A I’aide du changement d’indéterminée X =Y + 1 :
X5 4
K- +X*+1
X(X -1)*

Réponse 149

4X0 —2X° +11X* — X® +11X% 4+ 2X +3
X(X2+41)3 '
(a) La décomposition en éléments simples de F' est de la forme

F*£+ bX +c¢ dX +e fX+yg
X (X241)3 0 (X241)2 0 X241

F =

Il est difficile d’obtenir les coefficients par substitution.
(b) Pour trouver a, on multiplie F' par X, puis on remplace X par 0, ce qui donne a = 3.

(¢) On fait la soustraction F} = F — %. La fraction F; doit se simplifier par X. On trouve :

X5 —2X44+2X3 - X242X +2

F =
! (X2 +1)3

(d) La décomposition se poursuit par divisions euclidiennes successives. Tout d’abord, on
divise le numérateur X° — 2X4+2X3 — X2 +2X + 2 par X2 +1:

X% 22Xt 42X? - X2 42X +2= (X2 4+ 1)(X3 —2X? + X +1) + (X + 1).
Puis on divise & nouveau le quotient obtenu par X2 4 1 :

Xo—2X'42X° - X?+2X +2=(X*+1D)((X*+1)(X —2)+3) + (X +1).
En divisant cette identité par (X2 + 1)3, on obtient :

X1, 3 X2
(X211 (X2+12 X241

Fy =

Ainsi, on a :
3 X+1 3 X -2
F=— .
AN CESIERNG CESIERD S|

4X* —10X% +8X2 —4X +1
X3(X —1)2
La décomposition en éléments simples de G est de la forme :

LA
xTxTxoge T

G:

a

En effectuant la division suivant les puissances croissantes (ordre 2), on calcule :
1 —4X +8X% —10X3 +4X* = (1 — 2X + X?)(1 — 2X +3X?%) + (—2X° + X*).
En divisant par X3(X — 1), on trouve :

1 2 3 X -2

e tx oo



Xt 42X241 0 XP42X7241

" X5-X3 X3(X-1)(X+1)

La décomposition est de la forme :

X3 X2 X X-1 X+1

En effectuant la division selon les puissances croissantes, on obtient :

e 1 3+ 2 N 2
X3 X O X-1 X+1
4. . .\
K:X +X +1_
X(X —1)4

Puisque le degré du numérateur est supérieur ou égal a celui du dénominateur, il y a une
partie polynomiale. On trouve :

1 3 6 10 4

K=1+— .
YT oy T o -2 Tx -

Exercice 150

1. Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur C
(a) (3—2)X —5+3i
X2 +iX +2
X+
by ="
(b) X241
2X
© Trap
2. Décomposer les fractions suivantes en éléments simples sur R, puis sur C
X5+ X +1
(a) —7——
X4-1
X2-3
) 52 2
(XZ24+1)(X2%2+4)
X2 +1
©) v
X4t+1
Réponse 150

(3—2i)X —-5+3i 241 N 1—3i
X2+4+4iX+2  X—i X+2

2 2 2 2
X . 2*£+£i 2+£f£71
+1 4 4 4 4

- = + .
X2+ X_\/i—\/iz' X+\f—\/§z'
2 2




X+ X +1 s i X+1

X+l § +

X1-1 X-1 X+1 X2+1

3 1 1 1. 1 1.

g I -5+ 5t —5— 5t

- X 1 1 271 2 4

X I X T X T X
(b) 2 4 7
X°-3 3 3

X1 )(X2+d) X241 X244

; _2; _ 7 7
3¢ 3t 12 12t

X i T X+i T X-2 X+

1 1
_ 2 n 2
X'+1  X2-V2X+1 X2+4+2X +1

—ﬁi ﬁi Qi —ﬁi
_ 4 + 4 4 + 4 .
X-P - X-24+Pi X+P+Li X+ -

Exercice 151

Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes :

Réponse 151

1 9 Xn—l
X7 —1 ToXn -1

1.

1. Les poles de 1/(X™ — 1) sont les racines n-iemes de l'unité, c’est-a-dire les complexes

xp = e2ikm/n ,k=0,...,n— 1. Chaque pole est simple, la partie Izolaire correspondante
est donc de la forme % avec ¢, = P,(lzk) = T}kl. Or, xzfl = % = é = e 2kT/n La

décomposition en elements simples recherché vaut donc

1 1l g2ikn/n
an].:E X — e2ikm/n’
k=0
. Les racines de X" —1 sont les complexes wy = 62””/", 0 < k < n-—1. La fraction rationnelle

admet donc n pdles, qui sont tous simples. Sa décomposition en éléments simples a pour

forme
n—1

anl oy
X" —1 7;0)(—00;9

—1

w ’ o . 7172 .
— = % La décomposition en éléments simples est

n
k

avec ap =

n
’I’ka

Xn 1 n—1
72 6211971'/71



Exercice 152
Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes :

1 7)("1 2 !
X1 COX(X+1) (X +n)

Réponse 152

1. On écrit X = (X — 1)+ 1 et on utilise la formule du binéme. 11 vient

X" = (X-1)+1)" = i (7:)(X— 1)k,

k=0

On distingue alors deux cas pour l'écriture de la décomposition en éléments simples : si

m > n, alors
m

RS o L VT i ¢4 I
o 2 (L) D e

le premier terme étant la partie entiere et le second la partie polaire. Si m < n, alors on
écrit simplement
m m
X 3 (%)

X1~ & (X -k

k=0

2. On peut écrire

1 _zn: ag
X(X+1)- (X +n) _k:0X+k'

Reste a déterminer ay pour k = 0,...,n. Le plus simple ici, comme le dénominateur est
déja factorisé, est de multiplier par X + k et de faire tendre X vers —k. On obtient alors

_ 1 (=
TR kD) (kt (k=) (—k+ (k+ 1) (—k+n) K-k

Exercice 153
Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle suivante :

1
XX 1)
Réponse 153
La fraction admet 1 comme pbdle double et wy = €™ /" Lk = 1,....,n — 1 comme pdles

simples. On commence par calculer le coefficient devant (X — 1)2. On écrit que la fraction est

égale a
1 A

(X—1)2(1—|—X+...+Xn—1) = (X—1)2 —I—Q(X),




ot 1 n’est pas pole double de Q. Multipliant par (X — 1) et faisant tendre X vers 1, on en
déduit que A\ = % Le coefficient devant ijk est lui obtenu en dérivant le dénominateur, et en
remplacant par wg. On trouve :

1 Wk

wp — 14 (w — 1)nw271 -~ n(wp —1)°

Enfin, pour calculer le terme en ﬁ, on écrit que

1 1/n 1
— = R(X
(X—-120+X+---+X"1) (X-1) (X—l)+ (X),
ou 1 n’est plus un pole de R. On a alors
1 1/n

(X 121+ X +---+ X 1) (X —1)2
oon—(1+X4-- X"
n(X —1)2(1+X + -+ Xn1)
(X-D+(X2-D+--+ (X" 1-1)
n(X —12(1+ X +---+ X7 1)
I+ (1+X)+(1+X+X)+- 4+ (1+X+---+ X"
n(X-1)Q+X+- + X771 ’

Multipliant par X — 1 et faisant X = 1, on trouve
1+2+---+n—-1 1-n

n? on

Finalement, la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle est donc :
n—1

(X -1) n(X-1)2 — n(wr —1) X —wg

Exercice 154
Soit n € N* et P(X) = ¢(X —ay1) - (X — ay) (ou les a; sont des nombres complexes et ou

c#0).

1. Exprimer a ’aide de P et de ses dérivées les sommes suivantes :

n

1 1 1
I;X_ak7 I;(X—ak)2’ Z (X—ak)(X—ag)'

1<k 0<n, k#l

2. Montrer que si z est racine de P’ mais pas de P, alors il existe A1,..., A, des réels positifs

ou nuls tels que
n n
Z)\kzl et z:Z)\kak.
k=1 k=1

Si toutes les racines de P sont réelles, que peut-on en déduire sur les racines de P’ ?

Réponse 154



1. (a) Puisque P(X) =¢(X —aq) -+ (X —ay,) :
P(X)=cX —a) (X —ap) +c(X —a1)(X —a3) - (X —ay)+--
+e(X —a1) - (X —ap—1)(X —apq1) - (X —an)+--+e(X —ar) - (X —ap_1).

La dérivée est donc la somme des termes de la forme :

(X —ay) (X —ap) P(X)
X—ak X—ak'

Ainsi,

Donec :

/ n 1
?:;X—ak'

(b) Puisque >} _, ﬁ est la dérivée de —Y7)'_ ) 52—, on obtient par dérivation de
P,
£
P2 _ pp" n 1
P2 B 1 (X - ak)2 ’
(¢) On a remarqué que la dérivée de P’ est la somme de facteurs ¢(X —ay) -+ (X —ap)
avec un des facteurs en moins, donc de la forme :
c(X—-a1)--(X—-a,) P

Xfak X*(lk-

De méme, P” est la somme de facteurs ¢(X —ay) -+ (X — a,) avec deux facteurs en
moins, c’est-a-dire de la forme :

X —a) (X —a,) P
(X —an)(X —ar) (X —ap)(X —ap)
Ainsi, .
"o_
" lszc,g, pe (X — @) (X — ag)’
donc o 1

1<k 0<n, k2t (X —ax)(X —ar)
2. On applique 'identité % =3 X%ak en z avec les hypotheses P(z) # 0 et P'(z) = 0.
On en déduit

n

1
Zz—akzo'

k=1

L’expression conjuguée est aussi nulle :

Posons K = m. Alors



donc

n n
Z Hiz = Z M Q.
k=1 k=1

Posons A\ = —+%—, alors :
k=1 ¥
— Les A\ sont des réels positifs.
— > =1

— Et z = ZZ:I /\kak.
En particulier, si les aj sont tous des nombres réels, alors z est aussi un nombre réel. On
vient de prouver que si un polynéme P a toutes ses racines réelles, alors P’ a aussi toutes
ses racines réelles.
On a méme plus : si on ordonne les racines réelles de P en a1 < as < --- < ay,, alors une
racine z de P’ est réelle et vérifie a; < z < ay,.
Plus généralement, l'interprétation géométrique de ce que 1’on vient de prouver s’appelle
le théoréme de Gauss-Lucas :

« Les racines de P' sont dans l’enveloppe convexe des racines (réelles ou complexes) de
P.»

5.3 Applications

Exercice 155
Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

1.x—

1 T
1— x2 sur ]1,+OO[ 2. +— m sur ]2, +OO[

Réponse 155

1. On peut factoriser 1 — X2 en (1 — X)(1+ X) et on sait qu'il existe des réels a et b de sorte
que

1 a n b
1-X2 X-1 X+1
Notons Q(X) = 1 — X2, de sorte que Q'(X) = —2X. Onaa = 1/Q'(1) = —1/2 et
b=1/Q'(—1) =1/2. Ainsi,
1 12 12

1-X2 X—-1 X+1°

Ainsi, une primitive de z — — sur |1, +o00[ est la fonction
1 1
T §ln(x+1) - iln(x—l).

2. On peut factoriser X3 — 7X + 6 en (X + 3)(X — 1)(X — 2) (pour cela, on remarque
auparavant que 1 est racine évidente par exemple). On en déduit qu’il existe trois réels a,

b et ¢ tels que

X _a . b n c
X3-7X+6 X+3 X-1 X-2

Posons P(X) = X et Q(X) = X3 — 7X + 6, de sorte que Q'(X) = 3X? — 7. Alors on a
P(-3) 3 P1) 1 Pe) 2

= = b: = —— = —- = —

Q(-3) 200 Q) 4 Q@2 5




On a donc
x 3 1 2

P _Tr16  20+3) d@—-1  Bz-2)

Une primitive de cette fonction sur ]2, 4+o00[ est donc donnée par

3 1 2
a:t—>—%ln(x—l—?u)—Zln(a:—l)—l—gln(m—Q).

Exercice 1562
Soit f(z) = %, x €]1,4o00].

1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

5X2 421X +22
(X —1)(X +3)2

en éléments simples.

2. En déduire la primitive de f sur ]1,+oo[ qui s’annule en 2.

Réponse 156

1. On écrit la décomposition a priori :

5X2+21X +22 o« N b L
(X -1)(X+3)?2 X-1 X+3 (X+3)2

Pour déterminer a, on multiplie par X — 1 et on fait tendre X vers 1 : on trouve

9+21+22 48 3

Q= — = — = 9.
42 16

Pour déterminer ¢, on multiplie par (X + 3)? et on trouve

,_45-63+22

—1.
—4
Pour déterminer b, on multiplie par X et on fait tendre X vers +o0o0. On a donc

3X | bX X 5X%421X7 +22X
X—-1 X+3 (X+3?2 (X-1)(X+3)?

En faisant tendre X vers +o00, on obtient
3+b=5 <<= b=2.

2. On a donc obtenu, pour = > 1,

3 2 1

f(x):m—ler—i—Si (x+3)%

On integre chacun des éléments simples de la décomposition précédente, en tenant compte
du fait que 'on travaille sur U'intervalle ]1, +00]. Les primitives de f sur cet intervalle sont
donc les fonctions

1
F(z) =31 —1)+21 — +d.
(z) = 3In(x )+ n(x+3)+x+3—|—



La primitive qui s’annule en 2 et celle pour laquelle d vérifie I’équation

1
3In(1) +2In5 + 5 +d=0.

La primitive de f sur l'intervalle |1, +o00[ qui s’annule en 2 est donc la fonction F' définie

par

1 1
F(x) :3ln(a:—1)+21n(x+3)+m—21n5—5.

Exercice 157
Pour =z > 0, on pose
at + 23 + 4a? + 2z + 2

fla) = e

1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle
X4+ X3 4 4X2 +2X +2
X3+ X

2. En déduire la valeur de ff f(z)dz.

Réponse 157
1. On commence par effectuer la division euclidienne de X4+ X3 4+4X? 42X 42 par X3+ X
On trouve que le quotient vaut X + 1 et le reste vaut 3X2 + X + 2. On a donc

X4+ X3 4+4X2+2X +2 X2+ X +2
+ +‘ + +:X+1+3 + X+
X3+ X X3+ X

3X2+X+2
=X+1
RIS T6 =16 )
b b

=X+14+ = .
+ +X+X—1+X—|—z'

Posons P(X) = 3X2 + X +2 et Q(X) = X3 + X. Alors a = P(0)/Q'(0) = 2, b =

P(i)/Q'(i) = 3 — £. On obtient
11—3 1 1+

X4+ X3 4+4X2 492X +2
- =X+1+—=
X34+ X + JFXJF2szJr 2X +1
2 X+1
=X+1
+ +X+X2+1

On calcule Iintégrale en cherchant une primitive de chacun des termes précédents. On

écrit encore
X+1 X 1
X211 X241 XZil
On obtient donc
T 1 2
[2 +x+2n(z) + 3 In(x? + 1) + arctan(z) )
5 3 1 T
= 5 zn In(2) + 3 In(5) 4 arctan(2) — T



Exercice 158
Soit n > 1. Déterminer la dérivée n-eme de la fonction suivante :

1
1= gy

Réponse 158
On va commencer par décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

1
X2-3X+2
On peut factoriser X2 —3X + 2 en (X — 1)(X — 2). On a donc
1 a b
XZ-3X+2 X-1 X-2°
Notons P(X) = X?—3X+2 de sorte que P'(X) = 2X —3. Alorsa = Pl( 5 =-letb= P,1(2) =1.
Ainsi, on a . .
f(x):x—Q_x—l’

D’autre part, il est facile de voir (par exemple par récurrence) que la dérivée n-éme de = +— %

est x — (_zi):l"!. On en déduit finalement que

£ () = (="t (=1)"n!

(x —2)n+l  (z—1)ntl

Exercice 159

1
X(X+1)(X+2)
1
— k(k+1)(k + 2)’

1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

2. En déduire la limite de la suite (S,,) suivante : S,, =

Réponse 159

1. On sait que la fraction rationnelle admet une décomposition en éléments simples de la
forme

b c
X X1 X+1 + X +2
Par les techniques usuelles (identification, multiplication par X et faire X = 0,...), on
trouve
1 _1/2 1 1/2
XX+1)(X+2) X X+1 X+2

2. Utilisant la décomposition en éléments simples précédente, il vient

B 12 & —~ 1/2
Sn = Z Zk+1 <k +2

1 1 1/2 1/2
2 n+l1 n+l n+2




On en déduit immédiatement que (S,) converge vers 1.

Exercice 160
Soit P € R[X] un polynéme de degré n > 1 possédant n racines distinctes 1, . . ., z, non-nulles.

1
1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle ——.
P P XP(X)

- 1 -1
2. En déduire que = .
4 ; ka’(xk) P(O)

Réponse 160

1. On écrit la forme a priori de la décomposition en éléments simples qui est ici
n

1 _ ay
XP(X) X +};X—xk'

On calcule ag en multipliant tout par X et en faisant tendre X vers 0, et on trouve
ag = %. Pour £ > 1, on multiplie tout par X — zj et on fait tendre X vers z;. On

trouve cette fois

I T — Tg I T — T 1
= lim —— = lim = :
U= o zpP(x)  a—we xp(P(x) — P(zy))  xpP’'(zk)

La décomposition en éléments simples est donc

n

1 -y LNV SN SV
XP(X)_kzlka’(xk) X—z, PO~ X’

2. On va multiplier par X cette fraction rationnelle, et on va étudier sa limite en +o0o0. On
trouve d’une part
=0

i
s—rtoo 2P (2)

et d’autre part

- 1 N 1
P (x)  P(0)

lim zn: ! x — 4 ! x L=
T—>+00 1 ka’(xk) T — Tk P(O) X N P

Identifiant ces deux égalités, on trouve le résultat voulu!

Exercice 161
Soit n > 1, ag, ..., an, by, ..., b, des réels et P le polynéme trigonométrique défini par

P(z) = Z (ax cos(kz) + by sin(kx)).
k=0

Démontrer que P admet au plus 2n racines dans [0, 27].
Réponse 161




D’apres les formules d’Euler, on a

n ) ) b . .
P(a:) _ Z (C;k(ezkz + efzkz) + ?j(elkm _ ezkm))
k=0

=2 (5 (0 + ) 2 (- )

Ceci incite a considérer la fraction rationnelle
- ag k 1 bk k 1
X) = — X —_— — | X* - —
R(X) Z<2< +Xk>+2z'( X*

P(z) = R(e™).

de sorte que

R peut s’écrire R = A/B ou deg(A4) < 2n. Ainsi, R admet au plus 2n racines. L’application
[0;27r[— C, x — €@ étant injective, des racines distinctes de P dans [0; 27 donnent des racines
distinctes de P. Donc P admet au plus 2n racines dans [0, 27].

Exercice 162
Soit P(X) = [[;_;(X — z}) € R,[X] un polyndme scindé a racines simples de degré n > 2.

1
1. Décomposer en éléments simples —.
p

2. En déduire la valeur de Y ,_, %.

Réponse 162

1. Les racines de P étant simples, on a

P(X)= .

(X => v
k=1

De plus, pour tout k=1,...,n,

A = lim T 1
T oS P(x) Pl(an)

2. Multipliant par X, on a pour tout z € R,

x - 1 T
— X .
P(x) ; Pl(xy)  x—xp

Faisons tendre z vers +oo. Puisque deg(P) > 2, on obtient

S
= Plxr)




Exercice 163
Décomposer en éléments simples la fraction %, ot P est un polynéme de C[X].
Réponse 163

On va étudier séparément les parties polaires relatives a chaque racine. Soit donc a une racine
de P, de multiplicité m. Alors on peut factoriser P en P(X) = (X —a)™Q(X), soit en dérivant
PI(X)=m(X —a)™ 1Q(X) + (X — a)™Q'(X). On trouve alors

PX)_ m Q)
PO " X-a Q)

Or, a n’est pas racine de @, donc Q'/Q n’admet pas a pour pole et "~ est la partie polaire de
P’ /P relative & a. En résumé, si P(X) = A(X —a1)™ ... (X — a,)™», alors on trouve

P/ m;
?:;X—ai'

Si P'|P, alors P(X) = AM(X —a)P’ (car deg P’ =degP — 1) et P'/P = % Par unicité de la
décomposition en éléments simples et le résultat de la question précédente, ceci entraine que a
est 'unique racine de P, et donc que P(X) = AM(X — a)™. Réciproquement, les polynomes de
cette forme sont tels que P’|P.

Exercice 164
Soit P € C,[X] admettant n racines simples a1, ..., q,. Soient A;,..., A, les points du plan
complexe d’affixe respectives aq, ..., ay,.

1. Décomposer la fraction rationnelle P’/ P en éléments simples.

2. Soit B une racine de P’, et soit B son image dans le plan complexe. Déduire de la question
précédente que

3. En déduire que B est un barycentre de la famille de points (A, ..., A,), avec des coeffi-
cients positifs. Interpréter géométriquement cette propriété.

Réponse 164

1. On va étudier séparément les parties polaires relatives a chaque racine. On peut factoriser
Pen P(X) = (X —a;)Q(X), soit en dérivant P'(X) = Q(X) + (X —¢;)Q'(X). On trouve
alors

PO 1 Q)
PX) X-qa; QX)

1

Or, a; n’est pas racine de @, donc Q’/Q n’admet pas a; pour pole et - est la partie
J

X—«
polaire de P’/ P relative & a. En résumé, la décomposition en éléments simples recherchée
est
N |
P - X — Oéj ’
Jj=1

2. 1l suffit d’évaluer ’équation précédente en f3.



3. On multiplie par la quantité conjuguée et on trouve
B-a;
=0.
Z 5ol

Prenant le conjugué de cette expression, on trouve :

Zlﬂ—aF A= Zw—am

ce qui correspond bien au résultat souhaité. On vient donc de prouver que toute racine
de P’ est dans I’enveloppe convexe des racines de P. Ce résultat s’appelle le théoréme de
Lucas, il est aussi valide si les racines de P ne sont pas simples. La preuve est similaire, si
ce n’est que la décomposition en éléments simples de P’/ P est plus difficile & obtenir.

Exercice 165

On pose Qo = (X —1)(X —2)2, Q1 = X(X —2)2 et Q2 = X(X — 1). A l'aide de la

trouver des polynémes Agy, A1, As

décomposition en éléments simples de XX )X =22

tels que
ApQo + A1Q1 + A2Q2 = 1.

Que peut-on en déduire sur @1, Q2 et Q37
Réponse 165
La décomposition en éléments simples s’écrit :

1 1 1 1 3
X(X-D(X—2? 41X "X—1'3x—-2? axX-2)

En multipliant cette identité par le dénominateur X (X — 1)(X — 2)2, il vient :

= —*Qo + Q1+ <1 - %(X - 2)) Q2.

1 3
Ainsi, Ag = —~, A1 =1, et Ay =2 — ZX conviennent.
On a obtenu une relation de Bézout entre @1, @2, et @3, qui prouve que ces trois polyndémes
sont premiers entre eux :

ngd(Qla Q2a QS) =1

Exercice 166

Soit T),(z) = cos(n arccos(z)) pour x € [—1,1].

1. (a) Montrer que pour tout 6 € [0, 7|, Ty, (cos 8) = cos(nd).
(b) Calculer Ty et T.
(¢) Montrer la relation de récurrence

Thni2(x) = 22Ty 41(x) — Tp(x), pour tout n > 0.



(d) En déduire que T, est une fonction polynomiale de degré n.

2. Soit P(X) = A(X —a1)--- (X — ay,) un polyndme, ot les ay, sont deux & deux distincts et
A # 0. Montrer que

1
3. Décomposer T en éléments simples.
n

Réponse 166

1. (a) Si on pose x = cosf, alors I'égalité T, (x) = cos(narccos(z)) devient T, (cosf) =
cos(nf), car arccos(cos @) = 6 pour 0 € [0, 7].

(b)
To(a?) = 1, Tl(a?) = X.

(¢) En écrivant (n+2)0 = (n+1)0 4 60 et nf = (n+ 1)0 — 6, on obtient :
cos((n + 2)0) = cos((n + 1)0) cos @ — sin((n + 1)) sin 6,
cos(nd) = cos((n + 1)0) cos @ + sin((n + 1)0) sin 6.
Lorsque l'on fait la somme de ces deux égalités, on obtient :
cos((n + 2)0) 4 cos(nf) = 2 cos((n + 1)) cosb.
Avec x = cos 0, cela donne :

Thio(x) + T () = 22T 11 ().

(d) Tp et Ty étant des polyndmes, alors, par récurrence, T,,(z) est un polynoéme. De plus,
toujours par la formule de récurrence, il est facile de voir que le degré de T, (z) est n.

2. Puisque les racines de P = A(X —a1) -+ - (X — a,,) sont deux a deux distinctes, la décom-

position en éléments simples de 2 est de la forme :

l__a 4
P X-—a X —ay,’

1
Expliquons comment calculer le coefficient ¢;. On multiplie la fraction B par (X —ay), ce

qui donne :

X—al + )(70,1+ + X*(ll
=c I c
P YUY "X —ay,’

et
X—a1 1

P AX —ay) (X —ap)

En évaluant ces égalités en X = a1, on obtient :

1 B 1
May —ag)---(a; —ap) /\Hﬁﬁl(al —aj)’

Cc1 =

1
De méme, le coefficient ¢; s’obtient en multipliant Iz par (X — ag), puis en remplagant X

par ag, ce qui donne :
1

Ch = "7
)‘Hj;ék(a’k - a;)



3.

Or, la dérivée de P est :

)\ZH —aj).

k=1j#k

P'(ar) = A H(ak - aj).

J#k

En particulier :

On a donc prouvé que :
1

P'(ag)’

C =

1
Ainsi, la décomposition en éléments simples de Iz est :

n
ZP/ —(Lk

k=1

(a) Cherchons d’abord les racines de T;,(x). Soit z € [—1,1] :

To(x) =0 <= cos(narccos(z)) =0 <= mnarccos(z) = g (mod ).

Cela revient a dire qu’il existe k € Z tel que :

(z) = T n km
arccos(x —
2n n
Comme par définition arccos(x) € [0, 7], les entiers k possibles sont k =0,...,n — 1.
Ainsi :
T km T km
arccos(z) = — + — <= x=cos| —+ — | .
2n n 2n n
Posons donc wy, = cos (M) pour k£ =0,. — 1. Les wy, sont les racines de T5,.
Finalement :

x)=A ﬁ(x—wk).
k=0

(b) On sait que la décomposition en éléments simples de s’écrit :

1
T, (x)
ZT’ B e

En partant de T, (z) = cos(narccos(x)), on calcule :

V1 — 22

nsin(n arccos(z))’

T’r/L (Jﬁ) =

En utilisant que sin(n arccos(wy)) = sin (% + km) = (—1)* et que V1 — cos?§ = sin 6
pour 6 € [0, 7], on trouve :

T! (wi) = n(—1)"sin (M> .
Ainsi :
1 = (=1t 1
T"(X) k=0 n sin (7(2]{)2-;’1) ) X - Wk
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