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Trigonométrie circulaire

Arcs remarquables

a(rad) O E E E E
6 4 3 2
sina 0 1 Q ﬁ 1
2 2 2
cosx 1 ﬁ Q 1 0
2 2 2
tan 0 ﬁ 1 \/§ 0
3
cot (<) J3 1 3 0
3 -
3
Tt . (T T T
cod ——a | = sim sin| ——a | = co tan| ——a |= cot cot| ——a | = tana
3] 3] 3] 3]
Tt . (T T T
cod —+0a |=-sim  sin|—+0a |= co tan| —+0a |= - cotn cot| —+a |=-tam
{3+ 3] 3+ 3+
cog(T-a) = - cost sin(m-a tan(m-a) = - tam cot(m-a) = - cota
cos(m+a) = - cost sin(m+a) = - sina tan(m+a) = taro cot(m+a) = cota

Formules d'addition

cos(a +B) = cost coB- sia sp

sin(a +B) = sina cof+ cos sif

tana + tarf

tan(a * B) - 1-tana tar3

cosd = coda - siha= 2cdm— 24 -1 2o

sin2o = 2sim cosl
2 tana

tanty =———
1-tarfa

Somme- produit

cosp+ cog)= Zcogﬂ ceg_—q

2

sinp+sing= 23in¥ cosr%:I

sin(p+q)
cosp cosy

tanp + tanq=

Produit -~ somme

cosa co:ﬁ:%[ cofa +B)+ cqs—p)]
sina cof =%[ siffa+p)+ sifo—p) ]

En fonction det = tan%

sino =——

cos(a—B) = cost coB+ sia sh
sin(a -B) = sina cof- coa sif

tan(a —B) _ tana - tarf3
1+tana tarf

cos? = 4coda - 3cas
sin3 = 3sim — 4sifa
3tana - tafd a

tan3x =
1-3tarfa

cosp- cogy=- ZsiFP;—q siFP;—q
sinp-sinq= 2c0¥ sinlc%1

sin(p+q)

cotp+ cotq= sinp sing

sina sinB :%[ coga +B) - cofa-B)]
cosa sir =%[ sir{a +B) - sifa —B) ]

2t
tano =——

Trigonomeétrie circulaire
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Trigonométrie hyperbolique

Définitions

cosh (cosinus hyperbolique) et sinh (sinus hypéghe) sont respectivement les parties paire et impde la fonction

exponentielle :
e'+e" . e -e"
coshu = sinhu =

cosifu- sinfu= :

Formules d'addition

cosh(u+Vv) = coshu coski+ sinb sinl
sinh(u+v) = sinhu costv+ cosh siny

tanhu + tanhvs

tanh(U+Y) = anhu tantv

cosh2i= coshu+ sirhu= 2codl- =1 2shb+

2tanhu

tanhi=———
1+tanifu

Somme- produit

coshp + cosly = 2cosE¥ co@E\;—q
sinhp+ sinhg= ZsinlﬁP;—q cos-lli);—q

Produit -~ somme

coshu cosh':%[ cosfu+ )+ coghu- \ﬂ
sinhu cosr\/:%[ sinflu+ v+ sinfu- \ﬂ
En fonction det = tanh%

1+¢t2 2t

coshu=——
1-t2 1-t?

coshu+ sinhu= ¢

sinhu _ €' - ¢"
coshu €' +¢e"

tanhu = cothu =

tanhu
coshu—- sinhu=¢e*

cosh(u-v) = coshu coski- sinh sink
sinh(u-v) = sinhu costv— cosh sint
tanhu - tanhv

tanh(lu-v)=————
an (u V) 1-tanhu tanty

sinhau = 2sinhu cosh

coshp - cosly = Zsinlgg SiH-E;—q
sinhp - sinhg= 2005@ sirrIE;—q

sinhu sinhv:%[ cosfu+ V) - coghu- \ﬂ

coshu sinr\/:%[ sinflu+ v) - sinfu- \”

tanhu =

Trigonométrie hyperbolique
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Dérivées et primitives

Dans le tableau qui suitest, a priori, une fonction deetu' sa dérivée. On noté=fou la fonction composée deparu ;
pour avoir la dérivée de la fonctiéx) il suffit de remplaceu parx etu’ par 1.

Rappel trés important : si F=fou alorsF'=u'.f'ou

F F F F'
u" nu'd"? * |uv u'v + uv'
u+v U+ v *lu vu'- uv .
v Va
sinu u'‘cosl * larcsinu u'
1-u?
cosu —-u'sinu * | arccosl u'
," _u2
taru u' arctan u'
=u'(1+tarfu *
cog u ( ) 1+u?
cotu ' arccoti '
- .u2 =—u'(1+ cot u) * - >
sin“u 1+u
e" u'e” * at u'a'lna (a> 0) *
Inju ' logau '
lul u « |10 Yiog, e *
u u
sinku u'coshu * | argshu u'
V1+u?
coshu u'sinhu * Jargchu u'
(u>1)
Ju?-1
tanhu ' argthu '
u g u i (u2< 1)
costtu 1-u
cothu ' argcothu '
— ’ t >
sinh“u 1-u
Dans ce tableau toutes les fonctions sont suppadedieses sur l'intervalle d'intégration.
a+l H —__ — i
.[u"du= T, C " I%:|”|U|+C . J'smudu— cosu+ C * jcosudu- sinu+ C *
a+l u
jtanudu=— Injcosy+C  * J'cotudu= In|siny + C (.iu -In tan—j+C J- du cinlanf Y4+
sinu cosu 2 4
2 = - = — -
J~ _dlZJ - —cotu+C I du _ usc J'tan udu= tanu- u+ C  * J'cot2 udu=-cotu- u+ C
sinu cosu
je du=é€+ C * J.a”du= a . C N J'smhudu= coshu+ C * jcoshudu= sinhu+ C *
Ina
jtanhudu= Incoshu+ C J'cothudu= In| sinhy + C J- .dU —In tanh—j+c J. du — 2 arctare” + C
sinhu coshu
+
j _du =-cothu+C J' du =tanhu+C J' du2=arctam+C J' du2:1|n|1 u|+C
sinifu cosit u 1+u 1-u> 2 |1-u]
J. du =argshu+C= |I'(U+\/]:|'LF)+C J' =arcsinu+C J. du :In‘u+ u2—1‘+C
1+u? 1-u? Ju? -1

* : & savoir absolument !

Dérivées et primitives 3
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Développements limités

Formule de Taylor-Young

Si la fonctionf est définie, continue et pourvue de dérivées sistees jusqu'a l'ordne sur un intervallé comprenank,, le
développement limité diea I'ordren au voisinage dg, s'écrit :

= 100)+ E8 i)+ DA e oAl g0 Lol

aveclimos(x) =0.

Formule de Mac-Laurin

Ce développement correspond a un développemerdyderfau voisinage d& = 0 :

X ., X .., X X
f(x)=1(0)+ , F/(0)+; 1 (0)+...+Hf”(0)+ﬁs(x)
aveclxi[rgs(x):o.
Développements limités usuels au voisinaggge0
. . X=%)" _ .
On utilise la notation de Landau(.T)s(x) = 0((x— %) )
A savoir absolument :
(1+x)" =1+GX+Mx2+m+0((0(—1)..(0(—n+:I) X+ q X‘)
2! n!
e=1e X Xy X x') d'oui l'on tire e 21 X X +(-0"Z 4 x)
1 2! n! 1 21 n!

X X 1 " X X "
In(1+x)—x—7+€+...+( 1 —+(( ) d'ou I'on tire :In(1-x) = —(x+7+—+ +—] 0( )
R S S no X he1
SlnX—X_a"'a..."'(_]) (Zn—-i-]_)|+qxz )

_ox X n X o
CoSX = I+ - #(- _(Zn)!+ ¢x")

tanx = x+X+—x5+—x7 q%)
3 15 315

. X X2 . . L
sinhx==+—+ ..+ + ( X*"**) (facile a retenir : c'est la partie impaireeie
1 3 (2n+1)! Q) ¢ P P

2 4
coshx= X+ X 4 ..ﬂ-£+ (éxz”) (facile a retenir : c'est la partie paireeie
21 41 2n!

Un peu moins utiles (en physique!) :
1x  1.3%° +1.3.5..( - ) et

arcsinX = X+ —=—+-—"——+ .. ((X2n+1)
23 245 246(8) a+ 1
3 — n+l
arccos(:lt_x_gx__l.si’_ “._1.3.5..( -} % . ()x2”+1)
2 23 245 246(1®) 2+ 1
X X n X
tank = X——+— .+ (- Nl
arctanx = x 3+5 +( ;2n+1+() )

tanhx:x—g —><5—3—15x7 qx7)

3 n+1
argtanh><=x+x—+i o X + (()xz””)
3 5 n+1

Développements limités 4
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Systemes de coordonnées

Coordonnées cartésiennes

X
M=y
cart z

Domaines de définition x, y, zOR

Vecteur position OM =»e, + ye, + ze,

Deéplacement élémentaired] = dxe, + dye, + dz,
dxe, Udyg, = dxdyg

Surfaces élémentaires dye, Jdze, = dydz,
dz, U dxe, = dxdg,

Volume élémentairedxdydz

Coordonnées cylindriques

Y
M= ¢
cyl
Définitions et domaines de définitio p - (OH)’ PUR
¢ =(Ox0H), ¢ 0[0, 2
Vecteur position OM =pe, +ze,
Deéplacement élémentaired] = dpe, +pdde, + dzg
dpe, Updde, =pdodh g
Surfaces élémentaires pdée, Odze, =p dp d=
dz, Udpeg = b dx

Volume élémentairepdpddpdz

Coordonnées sphérigues

r=(OM),r OR"
Définitions et domaines de définition 6 =(0z,0M ), 60[ 0,7
¢ =(OxOH),$0[0, 2
(H a la méme définition que sur le schéma des cooksEm
cylindriques)
Vecteur position OM =re,
Déplacement eélémentairedl = dre, +rd6eg, +rsinbd¢ g

dre, UrdBe, =rdrd6 g
Surfaces élémentaires rd6e, (r sinéd¢ g, =r* sinédBd¢ e
rsinbdge, Ldre =r sinbdrd¢ g

Volume élémentairer?sinddrdfdd

oS (dy

X i

2| £ M
e |

ol vy

X ! e

Systémes de coordonnées
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Opérateur gradient

Définition :
On appellggradientau pointM du champ scalaif€M) le vecteumotégradf(M) tel que :

[ gradf (M)dI(M)=[_df = f(B)- f(A)

oudI(M) désigne le vecteur déplacement élémentaire ani Foappartenant a la courbaB .

Sous forme différentielle df (M) = gradf (M).dI(M) .

Propriétés
« L'opérateur gradient transforme un champ scatirehamp vectoriel.
« Le vecteulgradf(M) est : perpendiculaire aux surfaces isoscaldireste

orienté dans le sens degoissants
« Par sa définition méme, la circulation du vectgradf est indépendante du chemin suiyiadf est donc a circulation
conservative. Réciproquement, si un champ vect®i(®l) est a circulation conservative, il existe un cphascalaireU(M),
défini a une constante additive pres, tel ue—gradU ; on dit alors qué& dérive du potentiel scalaité.

Expressions dans les différents systémes de cooégsn
o[t

Ox ap op

of _ |1of _ 1 i

gradf = | — ——=
oy pod r oo
oo L ot
| 02 0z rsin® ¢

cyl sph

Opérateur gradient 6



