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Introduction

Le document que je vous présente est une ressource compléte et détaillée sur les
principaux concepts mathématiques 03, axée sur plusieurs sujets fondamentaux en
analyse mathématique et en théorie des équations différentielles.

Il débute par une exploration approfondie des intégrales simples et multiples,
offrant une compréhension exhaustive des méthodes d’intégration, des applications
et des techniques utilisées pour résoudre divers types de problémes. Les intégrales
impropres sont également abordées en détail, mettant en lumiére les cas ot les limites
d’intégration sont infinies ou lorsque les fonctions présentent des discontinuités.

Une partie substantielle du livre est consacrée aux équations différentielles, cou-
vrant divers aspects, dont les équations différentielles linéaires du premier ordre.
Les méthodes analytiques pour résoudre ces équations sont expliquées en détail,
offrant une compréhension approfondie des solutions et de leur interprétation géo-
métrique. En outre, les équations différentielles linéaires d’ordre 2 sont étudiées en
profondeur, explorant les solutions particuliéres, les problémes aux limites et les
applications pratiques de ces équations.

Ce manscrit comprend également une section dédiée aux séries numériques et aux
séries entiéres, présentant leurs propriétés, leurs convergences et leurs applications
dans divers domaines mathématiques.

Il offre une analyse approfondie des séries de Fourier, explorant leur construction,
leur convergence et leur utilisation dans la résolution de problémes pratiques en
ingénierie, physique et mathématiques appliquées.

De plus, une étude approfondie de la transformation de Fourier est proposée,
décrivant sa définition, ses propriétés et son utilisation dans ’analyse de signaux et
de fonctions périodiques.

La transformation de Laplace est également abordée de maniére détaillée, expo-

sant



ses applications dans la résolution d’équations différentielles et d’autres pro-
blémes mathématiques et scientifiques. Enfin, chaque chapitre est enrichi dune
collection d’exercices corrigés, offrant aux lecteurs I'opportunité de consolider leur
compréhension des concepts présentés et de perfectionner leurs compétences en ré-
solution de problémes. Ces exercices variés et complets permettent un apprentissage
actif et une meilleure assimilation des connaissances présentées dans le livre.

Je demande a Dieu Tout-Puissant que cette ceuvre soit sinceére pour Lui, et de
bénir ce travail de maniére a le rendre non seulement pur, mais aussi enrichissant
et bénéfique pour tous ceux qui le parcourront. Puissent les connaissances qu’il
renferme éclairer les esprits des étudiants, des spécialistes et de toute personne
intéressée par ce domaine. Que chaque page soit empreinte de clarté et de sagesse,
et que sa lecture inspire et éléve ceux qui s’y plongent. Que ce livre soit une source de
lumiére et de guidance pour tous ceux qui le lisent, et qu’il contribue & I’avancement

du savoir et au bien-étre de I’humanité.



Objectif général

Notre programme vise a fournir aux étudiants une compréhension approfondie et
compléte des principaux concepts mathématiques 03 , avec un accent particulier sur
I’analyse mathématique et la théorie des équations différentielles. Nous souhaitons
développer chez les étudiants une expertise solide dans ces domaines fondamentaux,
indispensables a la compréhension avancée des sciences mathématiques et appli-
quées.

Dans le cadre de notre approche pédagogique, nous mettrons en ccuvre des mé-
thodes d’enseignement interactives et variées, telles que des cours magistraux dyna-
miques, des séances de travaux dirigés et des exercices pratiques en petits groupes.
Ces méthodes visent & favoriser une participation active des étudiants et a encoura-
ger I'apprentissage collaboratif.

En outre, nous accorderons une attention particuliére au développement des
compétences transversales, telles que la résolution de problémes, la pensée critique
et la communication mathématique efficace. Ces compétences sont essentielles pour
que les étudiants puissent non seulement maitriser les concepts théoriques, mais aussi
les appliquer de maniére créative et innovante dans leur future carriére académique
ou professionnelle.

En résumé, notre objectif est d’offrir aux étudiants une expérience d’apprentis-
sage enrichissante et stimulante, qui non seulement renforce leur compréhension des
mathématiques avancées, mais aussi développe leur capacité a relever des défis ma-
thématiques complexes et a contribuer de maniére significative a la recherche et au

développement dans le domaine des sciences mathématiques et appliquées.



Semestre : 3

UE : UEF 2.1.1

Matiére 1 : Mathématiques 3 (VHS: 67h30, Cours : 3h00, TD : 1h30)
Objectifs de I’enseignement:

Ala fin de ce cours, I'étudiant(e) devrait étre en mesure de connaitre les différents types
de séries et ses conditions de convergence ainsi que les différents types de convergence.

Connaissances préalables recommandées
Mathématiques 1 et Mathématiques 2

Contenu de la matiére :

Chapitre 1 : Intégrales simples et multiples 3 semaines
1.1 Rappels sur I'intégrale de Riemann et sur le calcul de primitives.

1.2 Intégrales doubles et triples.

1.3 Application au calcul d’aires, de volumes...

Chapitre 2 : Intégrale impropres 2 semaines

2.1 Intégrales de fonctions définies sur un intervalle non borné.

2.2 Intégrales de fonctions définies sur un intervalle borné, infinies a 'une des
extrémités.

Chapitre 3 : Equations différentielles 3 semaines
3.1 Rappel surles équations différentielles ordinaires.

3.2 Equations aux dérivées partielles.

3.3 Fonctions spéciales.

Chapitre 4 : Séries 2 semaines
4.1 Séries numériques.

4.2 Suites et séries de fonctions.

4.3 Séries entiéres, séries de Fourrier.

Chapitre 5 : Transformation de Fourier 3 semaines
5.1 Définition et propriétés.
5.2 Application a la résolution d’équations différentielles.

Chapitre 6 : Transformation de Laplace 2 semaines

6.1 Définition et propriétés.
6.2 Application a la résolution d’équations différentielles.

Mode d’évaluation : Contréle continu : 40 % ; Examen final : 60 %.
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Chapitre 1
Intégrales simples et multiples

Ce chapitre est consacré a I’étude des intégrales, en commengant par un rappel
sur les intégrales de Riemann, qui constituent la base de la théorie de I'intégration.
Ensuite, il aborde la notion de valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle, ainsi
que la valeur efficace, qui est une mesure de la moyenne quadratique d’une fonction
sur un intervalle.

Ensuite, le chapitre se penche sur le calcul des primitives, une étape essentielle
dans la résolution de nombreuses équations différentielles et dans la détermination
des intégrales indéfinies.

Le chapitre se poursuit avec I'étude des intégrales doubles, qui généralisent les
intégrales simples & deux dimensions. Il aborde également le changement de variable
dans les intégrales doubles, une technique importante pour simplifier les calculs et
étendre les possibilités de résolution.

Enfin, le chapitre conclut avec les intégrales triples, qui généralisent les intégrales
simples et doubles a trois dimensions. Il met en lumiére les applications de ces
intégrales dans le calcul d’aires et de volumes de formes tridimensionnelles, ce qui
est essentiel dans de nombreux domaines, notamment en physique, en ingénierie et

en sciences naturelles.
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1.1 Reévision sur l'intégrale de Riemann

Considérons une fonction f définie sur un intervalle fermé [a, b], avec la condition

que f(z) > 0 pour tout x € [a, b].

1.1.1 Intégrale de Riemann
Nous définissons une subdivision A de l'intervalle [a,b] comme une collection
finie de n + 1 nombres réels.
Ainsi :
A={z,€lab]|0<p<n) 1)

ol xyg = a,x, = b, et pour tout p,z, < Tpq1.

IA) = ,Jnax (Xp41 — xp) est désigné comme le "pas" de la subdivision A.
Spsn—

Définition 1.1

Pour une subdivision A sur [a, b], et en sélectionnant «o; € [x;, z;41[, on définit la
somme de Riemann associée & A et a un ensemble de points o = () ;<,_; COmMMe

suit :

i
L

R(f, D, a) = . f (i) (Tig1 — x4) (2)

I
o

Définition 1.2

On qualifie la fonction f d’intégrable selon le critére de Riemann si :

lAim R(f,A,a) =1 est finie Va (3)

6(A)—0
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I= /abf(x)dx (4)

1.1.2 Géométriquement

[T I—— B, -

i . 11— / v
| | | | Bi 131 1 4l |
I | ]| 1 Sl R | L L | I
FIGURE 1.1 —

Exemple : 1.1

Pour une subdivision de lintervalle [0, 1], notée {xl = %,z’ =0,... ,n}, et en
considérant la fonction f(z) = x définie sur cet intervalle, on note que ’écart entre

deux points successifs est donné par :

1
(xiJrl_xi):_? Vz:O,,n—l (5>
n

Nous évaluons ensuite la somme suivante :
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”iz’ i+1 i\ w=i nn-1)
—n \ n n) — n? - 2n?
Cette somme est en fait une somme de Riemann pour la fonction f(x) = x sur

0, 1].

1.1.3 Sommes de Darboux

Définition 1.3

On considére une subdivision A sur [a, b] et on choisit I; + [x;, x;11[, on choisit

mi= _inf |f() (6)

xre in,xi+1[

M; = sup |f(z)] (7)

xre |_ac,-7aci+1[

Les deux sommes suivantes

S(FA) = mi (p — ) (9)

1=0

Aussi connues sous les noms de sommes de Darboux inférieure et supérieure.

Théoréme 1.1

Silimsa)ysto0 S(f; &) = limsays 400 S(f, &) f est donc intégrable selon la logique

de Riemann.
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Proposition 1.1

En fonction de Riemann sur I, toute fonction continue sur un intervalle I est une

fonction intégrable.

Exemple : 1.2

{z;=1,i=0,...,n}.est une division de I'intervalle [0, 1]. f(z) = z, dans I'intervalle [0, 1].
ona ,%,Vi:O,...,n
m; = inf
I€[1i71i+1[
M; = sup
Ie[xi,cci+1[
)] =

Les deux sommes de Darboux sont calculées.

n—1 n—1 .
i+1 nn+1)
=0 i=0
— o i n(n—1)
S(f7A>:Zmi(‘Tp+l_xp>: 2 oz
=0 =0

I est observé que lim,,_ oo S(f, A) = limy, 400 s(f, A) = 2

Ainsi, f peut étre intégré dans le sens de Riemann.

1.1.4 Caractéristiques de l'intégrale de Riemann

Supposons que f et g soient deux fonctions, A € R et a,b, ¢ € R(a < ¢ < b), nous

obtiendrons :

Lorsque la fonction f est intégrable sur les intervalles [a,c| et [c,b], elle est

également intégrable sur 'intervalle [a, b], on obtient :
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[ o= (5@ + [ s

La fonction f peut étre intégrée sur U'intervalle [a, b] et f(x) positif, donc

equation fab f(x)dx  positif equation

(10)

Si les fonctions f et A € R sont intégrables sur 'intervalle [a, b], alors la fonction

Af est intégrable sur Uintervalle [a, b].

/ab A (z)dz = )\/abf(x)dx

En cas d’intégration des fonctions f et g sur U'intervalle [a, b].

[ @+ gna= [ 0+ [ g

Supposons que f soit une fonction intégrable sur [a, b]

1.2 Valeur moyenne

Définition 1.2

3. Le nombre de f dans [a,b] est appelé moyen de f.

b
m:bia/ f(z)dx

1.3 Valeur efficace

Définition 1.3

Le nombre v est connu sous le nom de valeur efficace de f dans [a, b].

(11)

(13)
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9 1

o= [ @) (14)

1.4 Calcul de primitives ( Intégrale indéfinie)

Définition 1.6

Considérons f comme une fonction continue sur /. La dérivée de F' donne f(F! =
f) st F: I — R est une primitive de f sur /. On s’habitue donc & noter toute

primitive de f sous la forme suivante :

F(z) = / f(z)de (15)

connue sous le nom d’intégrale indéfinie de f.

Remarque 1.1

La primitive d’une fonction s’il existe n’a pas unique.

Proposition 1.2

Soient f et g deux fonctions continues et A € R on a :

[ @+ gwde = [ 1@+ [ gtayis (16)

/ M(@)dz = A / f(x)da (17)
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1.4.1 Intégration par parties
Théoréme 1.2
Soient u et v deux fonctions dérivables. On a
/u(a:)v'(x)da: = u(z)v(x) — /u'(z)v(x)dw (18)

Preuve 1.1

On a (u(z)v(z)) = v (z)v(z) + u(z)v'(z)
alors [(u(x)v(x))dx = [/ (z)v(z)dx + [u(x)v'(z)dx

donc

c’est a dire

/ w(@) (@)dz = u(z)v(z) — / o (2)0(z)dz

Exemple : 1.3
Calculons [ z?e®dx
On a

r?e®dr = x%e” — /erxda:

/xQemda: = 22" — Q/xexdx
/a:exda: = ge® — /exdaz

xe' —e*dr = /xQe"’“"dx

r2e® — Q/xemdx = 22" — 2we” +2e" +c,c€R
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1.4.2 Changement de variable

Théoréme 1.2.7 Soient u une fonction dérivable et f une fonction continue avec

/f

Ona [ f(u)dx = [ f(u)

1.5 Intégrale doubles

Définition : Soit f(x,y) une fonction continue définie sur un domaine D du plan

xy. L’intégrale double de f sur D est définie comme suit :

//D f(z,y)dA = Aljiqg%zl jzl f (x;", y;‘) AA;; (19)

ou AA représente la subdivision de D en petits éléments de surface, (x,’[, y]*) sont

des points de chaque élément de surface, et AA;; est la surface de I’élément (xf, y;“)

1.5.1 Théoréme de Fubini

1. En loccurrence, si D = [a,b] X [¢,d],a < b et ¢ < d, on a.

b
/D flz,y) = / dxdy [int?f(x,y)dy} dr = 5 [z‘nth(w, y)dx} D'y (20)
)

2. Si D={(r,y) e R%a <z <bu(r)<y<v(x)},onuv:[ab - R

f(cvydxdy—/[/ F(o,y)d ] (1)

Proposition 1.3.2 Si f(z,y) = g(z)h(y) avec D = [a,b] X [¢,d],a < bet ¢ < d, on
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//D f(z,y)dxdy = {/abg(x)dx] X [/Cd h(y)dy] (22)

Exemple 1.4
On calcule
I= // (ry)dzdy
D
, ol
D =11,2] x [3,5]
2 > 3 16
I = [/1 xdx] X {/3 ydy} zéx?:ﬂ
Exemple 1.5
On calcule
I = // dzxdy
D
ou

D:{(:L’,y)ERQ;OSISLOSySl—ZE}

//Ddxdy:/ol {/ledy}daﬁ:/ol(l—x)dx:%

1.5.2 Changement de variable

Soient U et V deux ouverts de R? et
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p: U=V
(u,v) = (z,y)

une application de classe C', et ACUet DCV

La matrice jacobien de ¢ est

ox Oz
ou v

9y Oy
ou  Ov

ox Oz

det(j(p)) = | o %
ou  Ov

Si ¢(A) = D, on obtient :

J[ s sty = [ et o ettt

1.5.3 Coordonnées polaires
o :(r,0) = (z,y) = (rcosf,rsinb)

La matrice jacobien de ¢ est :

D(x,y) cost) —rsind
D(r,0) sinf rcosf

D(z,y)
et ‘ D(r,g)

Si ¢(A) = D, on obtient :

//D f(a,y)dedy = //A f(rcos@,rsin@)|r|drdd

=T

(24)
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Exemple : 1.6

On calcule

1
I=|] ———dedy D= 242 < 1
//Dl+af?+y2 zdy $(z,y)/2”" +y° <

et A={(r,0)/0<r<let0<6<2r}

1
I= ——dxd
//Dl—i-xZ—FyQ vy
r
A 1+T2d7’d9:7rln2

1.6 Intégrales triples

Définition : 1.4
Soit f(z,y, z) une fonction continue définie sur un domaine D de I'espace tridi-

mensionnel. L’intégrale triple de f sur D est définie comme suit :

n m V4
///D [y, z)dzdydz = nm%llooz Z Z S (x:jk:a Yijhs Z:]k) -V (25)

Vo0 =1 j=1 k=1
ol (xijk, Yiiks zijk,) est un point arbitraire dans la (4, j, k)-iéme subdivision de D,

et V est le volume de cette subdivision.

1.6.1 Théoréme de Fubini

Théoréme 1.4

Soit f : D — R une fonction continue.
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1. Casou D = [a,b] X [¢,d] X [s,t],a <bjc<det s<t ona:

///Df(a:,y,z)d:cdydz:/ab [/Cdf(a:,y)dyl d:c:/ab Ud Vstf(x,y,z)dz] dy] dz

(26)

2. Cas ou D = {(z,y,2) € R% (z,y) € A u(z,y) <z <wv(x,y)}, ot u,v: D —

R sont continues, D est un ensemble fermé borné de R2, alors :

///D f(z,y, 2)dxdydz = //A [/uq::) f(Ly?z)dZ] dzdy (27)

3. Casou D = {(z,y,2) € R*;a <z <b,(r,y) € A2)}, ot w,v : D — R sont

continues, D(z) est un ensemble fermé borné de R?,Vz € [a, b], alors :

///D f(z,y, z)dxdydz = /ab {//A(z) f(mjy,z)dxdy} dz (28)

Proposition

Si f(z,y) = g(x)h(y)k(z) avec D = [a,b] X [¢,d] X [s,t],a < b,c < det s<ton

///D f(#,y, 2)dzdydz = Uabg(x)dx} X {/th(y)dyl x {/:k(z)dz} (29)

Exemple : 1.7

On calcule [[[,(zyz)dzdydz, D = [0,1]?

///D(xyz)dmdydzz Uol :cd:c} x Uol ydy] < Uol zdz} -1
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Exemple : 1.8

On calcule

///A dedydz, A = {(x,y) € R* (z,y) € D =[0,1]*,0 <

z <z}

J[[ awtuiz= [[ [/d] dudy
://Dl:cdxdy |
V“ xdx}xu] dy]

2
1.6.2 Changement de variable

Soient U et V deux ouverts de R3 et

p: U=V
(u,v,w) = (z,y,2)

une application de classe C', et ACUet DCV

La matrice jacobien de ¢ est :

Jxr Oz Oz
ou Ov Ow

i = 9y 9y 9y
J ( ¥ ) ou Ov Ow
Jz 0z 0z

ou v Ow

or Odxz Oz
ou Ov Ow

det(jlg)) = | 2 % 2

dz 0z 0z
ou Ov Ow
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Sip(A) = D, on obtient :

///D f<=”5>r%w)dl“dy=///A flo(u,v,w)) det(j(p))dudvdw (30)

1.6.3 Coordonnées cylindriques

o :R3 = R3 (r,0,2) = (2,9,2) = (rcosf,rsinf, z) La matrice jacoblien de ¢

est :

cosf@ —rsinf 0
jlp) =1 sinf rcosf O
0 0 1

det(j(p)) = 7.

Si p(A) = D la formule du changement de variables s’écrit alors :

///Df(%%z)dﬂide:///Af(rcosﬁ,rsine,z)) det(j(p))drdod=  (31)

Exemple : 1.9

/// drdydz, D = {(z,y,2) € R®/2” +y* < 1,0 < 2 < 2}
D

A ={(r,0,2)/0 <r <letd <0 <2m0<2<2}

e f rmi [ ] ]« ]
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1.6.4 Coordonnées sphériques

0 :R* =R (r,0,8) — (x,y,2) = (rcosfcos ,sinf cos 3, rsin ()
La matrice jacoblien de ¢ est :

cosfcosf —rsinflcosS —rcosfsinf
Jl@) =] sinfcosfB rcosfcosfS —rsinfsinf

sin 3 0 rcos 3

det(j()) = r*cos 8

La formule du changement de variables s’écrit alors :

/// f(z,y, z)dxdydz = /// f(rcosfcos B,rsinf cos B, rsin B)r?| cos B|drdfdf
D A (32)

Exemple : 1.10

On calcule

/// drdydz, D = {(z,y,2) e R®/a” + y* + 2 < 1}
D

A:{(r,@,ﬁ)/OSrﬁletOS&ﬁQw,%ﬂgﬂg

|
/ / /D f(z,y, z)dedydz = / / /A 72| cos B|drdfdp
L[] [ ][ ]

2
4
= -7

3

!
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1.7 Application au calcul d’aires, de volumes

1.7.1 Calcul laire

Définition 1.7

Soit D un sous ensemble de R?. L’intégrale :

//D dxdy (33)

nous donne 1’aire du domaine D.

Exemple : 1.11

On calcule 'aire délimitée par

y+at=4dety=0

C’est a dire

D:{(x,y)€R2/0§y§4—x2et —2§x§2}

[[ o= [ [ [ dy] "
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1.7.2 Calcul de volume

Définition 1.8

Soit D un sous enseble de R3. L’intégrale :

J[[ dasdua:

nous donne le volume du domaine D.

Exemple : 1.12

Calculons le volume du cylindrque de rayon a et I'hauteur h

/// dxdydz, D = {(:c,y,z) ERY /2 +y* <a*0< 2 < h}
D

A={(r0,2)/0<r<aet0<60<2m0<2z<2}

///D dxdydz = ///A rdrdfdz
[[rar] < [ ] [ 4] - Zomn

= a’7h.



Chapitre 2

Intégrales Impropres

Ce chapitre explore les intégrales impropres, qui sont des généralisations de-
sintégrales définies pour des fonctions sur des intervalles bornés. Il commence par
examiner les intégrales impropres de fonctions sur des intervalles non bornés, ot les
bornes de 'intervalle d’intégration s’étendent jusqu’a l'infini. Cela inclut des discus-
sions sur les conditions de convergence et les méthodes pour évaluer ces intégrales.

Ensuite, le chapitre se penche sur les intégrales impropres de fonctions positives,
ou les fonctions sont toujours positives sur I'intervalle d’intégration. Il examine les
critéres de convergence spécifiques pour ce type d’intégrale et discute de leurs pro-
priétés. Une autre section importante aborde les intégrales impropres de fonctions
définies sur un intervalle borné, ot les fonctions peuvent devenir infinies & une ex-
trémité de l'intervalle.

Le chapitre examine les conditions sous lesquelles de telles intégrales convergent
et fournit des exemples pour illustrer ces concepts. Il explore les propriétés de ces
intégrales et leur lien avec la convergence des intégrales impropres. Dans I’ensemble,
ce chapitre fournit un cadre théorique et pratique pour comprendre et évaluer les

intégrales impropres dans divers contextes mathématiques et scientifiques.
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2.1 Intégrales impropres de Fonctions sur des inter-
valles non bornés

Une intégrale impropre est une généralisation de l'intégrale définie pour les fonc-
tions qui ne sont pas bornées sur l'intervalle d’intégration.
Soit f(z) une fonction continue sur un intervalle non borné [a,c0). L’intégrale

impropre de f(z) sur cet intervalle est définie comme suit :
00 b
/ f(z)dr = lim | f(z)dz (1)
a b—oo J,

Exemple 2.1 :

Counsidérons la fonction

sur U'intervalle [1, 00). L’intégrale impropre de f(x) sur cet intervalle est :

o0 b q 11°
/ —dx = lim —Qdm = lim {——} =1
1

22 b—oo J; X b—00 x|,

Donc, l'intégrale impropre converge.

2.2 Intégrale impropre de fonctions positives

Si f(x) est une fonction positive sur I'intervalle [a, 00), alors I'intégrale impropre

converge si et seulement si la limite suivante existe finie :

i [ st o)
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Exemple 2.2 :

Counsidérons la fonction

flz) = =

X

sur l'intervalle [1,00). L’intégrale impropre de f(z) sur cet intervalle est :

o 1 . b 1 ' )
—dr = lim | —dz= lim[In(x)]] = o0
1

€T b—o0 1 X b—o0

Donc, l'intégrale impropre diverge.

2.3 Intégrales impropres de fonctions définies sur

un intervalle borné

Soit f(x) une fonction définie sur un intervalle borné [a, b] avec —oco < a < b <

oo. L’intégrale impropre de f(x) sur cet intervalle est définie comme :

/a  Ha)dr = lim ( ab_e de+ [ f(:v)d:v) (3)

e—0t b+e

Exemple 2.3 :

Counsidérons la fonction

sur l'intervalle [0, 1]. L’intégrale impropre de f(x) sur cet intervalle est :

1 1 1—e 1 0 1
—dz = lim / —dx +/ —dw)
/0 Vo e—0F ( 0o VT e VT

Cette intégrale diverge, car l'intégrale
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|
—dx
|

est singuliére en z = 0.

2.4 Intégrale absolument convergente

Une intégrale est dite absolument convergente si 'intégrale de la valeur absolue

de la fonction converge.

b
[ I < o n

Exemple 2.4 :

Soit la fonction

sur l'intervalle [0, 00) est absolument convergente car :

r

sin(z) dr < o

T
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Résumé du chapitre

Les intégrales impropres généralisent les intégrales définies pour les fonctions non
bornées sur les intervalles d’intégration, utiles pour traiter les fonctions discontinues

ou divergentes.

Intégrales impropres sur des intervalles non Bornés Pour une fonction
continue f(z) sur un intervalle non borné [a,00), I'intégrale impropre est définie

comme la limite de 'intégrale bornée lorsque la borne supérieure tend vers 'infini.

Intégrale Impropre de Fonctions Positives Si f(x) est une fonction positive
sur [a,00), alors l'intégrale impropre converge si et seulement si la limite de 'inté-

grale bornée est finie.

Intégrales Impropres sur des Intervalles Bornés Pour une fonction définie
sur un intervalle borné [a, b], 'intégrale impropre est définie comme la somme des
intégrales sur chaque sous-intervalle borné lorsque les bornes tendent vers les limites

de l'intervalle.



Chapitre 3

Equations différentielles

Ce chapitre est une exploration approfondie des équations différentielles, com-
mencant par un rappel sur les équations différentielles ordinaires du premier et du
deuxiéme ordre. Il aborde ensuite les méthodes de résolution des équations différen-
tielles de variables séparées, qui consistent & réorganiser I’équation pour isoler les
variables.

Ensuite, le chapitre se penche sur les équations différentielles ordinaires linéaires
du premier ordre et du deuxiéme ordre, ainsi que sur les équations linéaires homo-
génes. Ces équations sont étudiées en détail pour comprendre leurs propriétés et
leurs solutions.

Le chapitre continue avec la résolution des équations différentielles non homo-
génes, ol l'on introduit les concepts de termes non homogénes et de méthodes de
résolution spécifiques pour ces cas.

Enfin, le chapitre conclut avec les équations aux dérivées partielles, une généra-
lisation des équations différentielles ordinaires qui impliquent des fonctions de plu-
sieurs variables. Il aborde les dérivées d’une fonction composée de deux variables, la
différentielle totale et la forme différentielle totale exacte, ainsi que leurs applications

a l'intégration des équations différentielles du premier ordre.
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3.1 Rappel sur les équations différentielles ordinaires

3.1.1 Equations différentielles ordinaires d’ordre 1

Soit f : R? — R une fonction continue. On appelle équation différentielle ordi-

naire du premier ordre une équation de la forme

y = f(t,y) (1)

on dit que la fonction dérivable, yo : I C R — R est une solution de 'equation

différentielle d’ordrel sur [ si

y6<t) =f <t7 yO(t)) viel (2>

Exemple 3.1.1 La fonction z : R — R, z(t) = €’ est une solution de 1'equation

différentielle d’ordrel suivante :

y=y

sur R, carz/(t) = €' = z(t),Vt € R.

3.1.2 Equations différentiélles de variables séparées

Une équation différentielle de 1°" ordre est dite a variables séparées si elle peut

s’écrire sous la forme

donc

F(y)=G(z) + k. keR (4)
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( F' est une primitive de f et G est une primitive de g ) donc

y=F"(G(x)+0) ()

Exemple 3.1.2

Résoudre sur I = [2, 400 | 'équation différentielle

zy'Inz = 3lnz + 1)y

On peut séparer les variables ( z et y ) en divisant par yxInz,

Yy (Blnz+1)
y  zlnz
donc
31 1
lny:/wdx—i—c,ceﬁ@
zlnx
c’est a dire

f (3Inz+1)

y:e zlnx dm+c7C€R

3.2 Equation différentielle ordinaires linéaire

Définition 3.2.1

Une équation différentielle linéaire est une équation de la forme

ap(2)y + a1 (x)y + ...+ an(x)y™ = f(x) (6)

I’équation homogéne associée est
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ao(x)y + ar(x)y + ...+ an(z)y™ =0 (7)

Proposition 3.2.2

Si y; et yo deux solutions de (3.2). Alors y; + yo et ay; sout aussi deux solutions

de (3.2).

Exemple 3.2.3

y1(z) = x et yo(z) = 5 deux solutions de I'équation y”’+y” = 0, alors y3(x) = 45
et ys(x) = 10z sont aussi des solutions.
Proposition 3.2.4 Si Sy est l'ensemble des solutions de (3.2) et y, une solu-

tion particuiére de (3.1), alors I'ensemble des solutions de (3.1) est donné par

S={y+u/y € So}.

3.2.1 Equation différentielle linéaire du premier ordre 1

Définition 3.2.5

Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation différentielle

du premier ordre avec

o' = f(t) x+g(t) (8)

avec f, g des fonctions continues sur R. L’équation différentielle homogéne asso-

ciée est
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Exemple 3.2.6

L’équation différentielle

est une equation différentielle linéaire d’ordrel. L’équation différentielle homo-

géne associée est

y =1ty

3.2.2 Reésolution d’une équation différentiélle linéaire homo-

geéne

c'est a dire £ = f(t) donc

In|z| = /f(t)dt +cceR (11)
alors

z=kel fO% L c R

Résolution d'une équation différentielle linéaire non homogeéne

v = f(t) -z +g(t)

Si z, est une solution particuliére de cette équation

alors
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w(t) = kel 7O 42 (1), k € R

Exemple 3.2.7
On considére 'equation

2

/
ANy —
Ty + 2y 2211
L’équation homogéne associée est
xy +2y =0

la solution générale de 1’équation homogene est

k
y(x) = keR

5
332

Solution particuliére de I’équation non homogéne

k(z)
yp(x) - [E2
donc )
E'(z)x® — 2k(x)x
Y, () p
et on a aussi
2
T
zy, + 2y, = OS]

on trouve

(12)
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k’(x)xQ—Qk(:v)x+2k(x)_ x? :>k:'(x)_ x?
3 22 241 r  a241
/ x?’
= k'(x) P
24—z
ﬁk/(aj): $2+1
1 2z
:>k,($):x_§x2+1
| 9
:>k(x):?—§ln(x +1)
donc
k(z) 1 1 )
Yp(z) = o —5—2—x21n(m +1)

finalement la solution générale ’équation non homogeéne est

11 )
y(x):ﬁ—i-é—ﬁln(x +1),keR

3.2.3 Equation de Bernoulli

Définition 3.2.8

On appelle équation de Bernoulli une équation de la forme

o' = p(t)r + q(t)a" (13)

avec a € R/{1} et p, q sont des fonctions continues.
On se place sur les intervalles ot x ne s’annule pas. On peut alors diviser par z¢,

et poser z = x!7%, on obtient alors

est une équation linéaire en z.
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3.2.4 Equations différentiélles linéaires d’ordre 2

Définition 3.2.9

Une EDL du “*¢ ordre a coefficients constants est une équation différentielle de

la forme

ay’ + by +cy = f(z) (15)
ou a,b,c € R(a # 0) et f € C°(I) (T ouvert de R ). L’équation homogene (ou
sans second membre) associée est

ay”" +by +cy=0 (16)

Proposition 3.2.10

Si yp, est une solution générale de (EH) et y, est une solution particuliére de (E).
Alors y, + yp, est une solution générale de (£)

Résolution de I’équation homogeéne associce (E.H.)

ay” + by +cy =0 (17)

On cherche la solution sous la forme y(x) = €"*,r € R. On a donc ¢/(z) = ry(z)

et y"(x) = r’y(x), donc (EH) devient
y(ar®* +br+c) =0 (18)

Définition 3.2.11

L’équation
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ar* +br+c=0 (19)

se nomme équation caractéristique de (E.H.).

Proposition 3.2.12

Suivant le signe de A = b2 — 4ac, on a les résultats suivants :

1. A >0: (EC) admet 2 racines réelles distinctes ry # ra, et

y(x) = 1™ 4+ ™" 1,00 ER (20)

est une solution générale de (EH)

2. A =0: (EC) admet une racine double r € R

y(@) = (az+ ) e e, €R (21)

3. A < 0: (EC) admet deux racines complexes conjuguées 1 = « + iff et

ro=a—1if (o, € R, B #0) et

y(z) = (c1 cos fxr + cosin fx) €, cp,c0 € R (22)

Exemple 3.2.13

y — 4y + 3y = 0 'équation caractéristique est r? — 4r + 3 = 0 admet 2 racines
réelles distinctes m = 1,79 = 3, 'ensemble des solutions de ( E ) sont : y(z) =

cre® + c2e3® . c,c0 €R
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Exemple 3.2.14

y + 2y +y = 0; 'équation caractéristique est r*> +2r + 1 = 0;7 = —1 racine

double, I’ensemble des solutions de (E) sont :
y(@) = (az+e)e e, €R (23)

Exemple 3.2.15

y" + 2y + 4y = 0; 'équation caractéristique est 72 +2r +4 = 0, A = —12 donc
r = —14+/3i,7 = —1 — v/3i, d’ott ’ensemble des solutions de ( E) sont :

y(x) = (q cos V3 + ¢y sin \/§$> e " e, €R

3.3 Résolution de I’équation non homogéne

ay’ + by +cy = f(x) (24)
Solution particuliére a (E)
1. Si f(z) = P(x) tel que o € R et P un polynome.

On cherche la solution sous la formey = z*Q(x) tel que Q est un polynome et
deg () = deg P

k =0, si 0 n’est pas racine de (EC)

k =1, si 0 est 'une des deux racines de (EC)

k =2, si 0 est racine double de (EC)
2. Si f(x) =e**P(x) tel que o € R et P un polynéme.

On cherche la solution sous la forme y = z*e**Q(x) tel que Q est un polynome

et deg ) = deg P
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k =0, si o n’est pas racine de (EC)
k =1, si a est 'une des deux racines de (EC)

k =2, si « est racine double de (EC)

Exemple 3.2.16

y' =4y +4dy = (2" +1)€"

I’équation homogéne est

y' — 4y +4y=0

I'équation caractéristique : 72 —4r 44 = 0;on a A = 0;r = 2 racine double donc

la solution générale de 1’équation homogéne est donne par

yn = (17 + c2) e**;c1,c0 €R

2. On cherche une solution particuliére de ’équation non homogéne, comme 1
n’est pas une solution de I’équation caractéristique, alors y,(z) = g(z)e” tel

que degq = 2;

yp(z) = (az® + bx + ¢) €* donc

yn(z) = (2az + b)e” + (az® + bz + ¢) €”

yo(x) = 2ae” + 2(2az + b)e® + (aa® 4 bz + c) €

En remplagant dans (), on trouve
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2ae” + 2(2az + b)e” + (ax® + br + ¢) €* — 4(2ax + b)e” — 4 (az® + bz + ¢) € + 4 (az® + ba + ¢) €’
(:172 + 1) e’
((a=1)2”+(b—4a)z+c+b+2a—1)e" =0

a—1=0 a=1
c—26+2a—-1=0 c=7

donc la solution particuliere y,(z) = (2% 4 4 + 7) €”

finalement la solution générale de I’équation non homogéne est

y(x) = yn = (c1z + 2) ¥ + (I2 +4x + 7) e’;c,00 €ER

3.4 Equation aux dérivées partielles

Soit f: R x R — R une fonction de deux variables réelles définié au voisinage de
A(a,b) Si la fonction © — f(z,b) a une dérivée par rapport z, on la note f.(a,b).
On peut définit la dérivée partielle par rapport a x par

fi:RxR—=R
(z,y) = folz,y)

on définit la dérivée partielle par rapport a y par meme méthode, on note

f/_g /_g
T 9z Oy
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3.4.1 Deériveés successives

De la meme fagon, on peut définie la dérivée de la fonction f! par rapport a z,

" *f
on la note f7, ou 57

; At : ' 1" 0% f
aussi la dérivée de la fonction f; par rapport a y, on la note f, ou Sy
., . 2
la dérivée de la fonction f; par rapport a y, on la note ;’2 ou %.
LS . 2
la dérivée de la fonction f; par rapport a x, on la note f,/, ou a‘igy.

Théoréme 3.3.1 de Schwarz

Si les dérivées partielles f;/ et f; sont continues, alors ces dérivées sont égales

1= £,

Exemple 3.3.2

Déterminer
o*f O f O*f O*f
0x2’ Oyox’ Oy?’ Oxdy

pour la fonction f(x,y) = 2? + zy* — y

of _ s Of ., Pf _
of 92 f 92 f

By (z,y) = 2y, e (z,y) = 2, 920y (z,y) =2y

3.4.2 Dérivées d’une fonction composées de deux variables

Soit la fonction F'(x,y) = f(u,v), tel que u,v des fonctions de x et y admettant
des dérivées partiellles, si f admet des dérivées partiellles, alors ' dmet des dérivées

partiellles et
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or _ouof  ovoj

or  Oxdu Oz Ov

OF _0udf | ov0f

dy Oyou OJydv
Exemple 3.3.3

Soit f(u,v) = u? + uv + v

u(z,y) =2z —y
v(z,y) =x+vy
F(z,y) = f(u(z,y),v(z,y))

3.4.3 Différentielles totales

Soit U : R x R — R une fonction de deux variables possédant des dérivées
partielles continues

La differentielle totales de U s’écrit par

oU oU
dU = —d —d 2
U e x + a9y Yy (25)

Si U(z,y) = C te alors dU = 0.

Exemple 3.3.4
U%—de%—%—idyzﬁ—i—xy

oU oU
_— = 2 _— =
e (z,y) =22+, o (z,y) =2

dU = (22 + y)dz + zdy
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3.4.4 Formes différentielles totales exactes
On considére 'équation différentielle suivante
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 (26)
Si on peut trouver une fonction U : R x R — R tel que
o (w9) = M), 5 (2.9) = N(w.o) (27)
Alors la solution :
U(x,y) = Cte
Proposition 3.3.5
Soit U : R x R — R une fonction tel que
o (w0) = M), 5 (2.9) = N(w.o) (28)
Si M, N des fonctions continues alors
dy ox
Preuve. On a
o (w0) = M), 5 (29) = N(e.o)
donc
oM 02U ON 02U

a_y(xvy) = 8y8x(x’y) et %(%y) = m(ﬂiw)
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et M, N des fonctions continues alors d’aprés théoréme de Schwarz on trouve

OM(z,y) _ ON(z,y)
dy Oz

Remarque 3.3.6

On a

ou

%(:E,y) = M(x,y), %—Z(ﬂfay) = N(z,y)

danc U(z,y) = [ M(z,y)dzx + k(y)
aussi %—g(:c,y) = a% (f M(z,y)dz) + K (y) = N(z,y) c’est a dire

¥ =N - o ([ MGeaic)

3.5 Application a l'intégration d’équation différen-
tielle d’ordre 1

On considére ’équation différentielle suivante

M(x,y) + N(x,y)y =0 (30)

On peut écrire cette équation sous la forme

M (z,y)dz + N(z,y)dy =0 (31)
Si on peut trouver une fonction U : R x R — R tel que

g—[xj(x,y) :M(x,y),g—g(%y) = N(z,y) (32)
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Alors la solution :

U(z,y) = Cte
Exemple 3.3.7
Résoudre I'équation
, 1+ 213
¥y = 322

donc

(1+2y’) + (32°") y' = 0

c’est a dire

(1+ 2y®) dz + (32%y*) dy = 0
on pose
M(x,y) =1+ 2xy*, N(z,y) = 32°y* on obtient

OM(z,y)  ON(z,y)
dy - Ox

Alors il existe une fonction U tel que

2

= 6zy

ouU oU
— 1 2 3 — 2 2
e (z,y) + 2zy > (z,y) = 37y

Ulz,y) =z + 2%y* + k(y)

ou
oy oY) = 32°y* + k' (y) = 32y
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3.5 Application a l’'intégration d’équation différentielle d’ordre 1

donc k'(y) = 0 = k(y) = Cte.

finalement
r+2yP= Cte —=y=14 c—2x
x
c=0:y(z) = —x_sl,y’(ac) = -x%
, 14 2xy® 1—2zx!
Y a2y 302173
—1 1 -4
_ T == 3
3rs 3
Exemple 3.3.8
Résoudre I'équation
, 14 22y
Yy == 5
x

donc
1422y +2%y =0

c’est a dire
(1+ 2xy)dz + 2*dy =0

on pose
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M(x,y) = 1+ 22y, N(z,y) = 2 on obtient
OM(z,y) _ ON(z,y)
dy - Oz

Alors il existe une fonction U tel que

= 2x

g—g(%y) =1+ 2ay, g—g(:v, y) =’
Ux,y) =z + 2%y + k(y)

oy (@ y) = a® + K (y) = 2

donc k' (y) = 0 = k(y) = Cte.

finalement

r+ 2%y = Cte = y = &£

x2

3.5.1 Facteur intégrant

Soit une differentielle de la forme

dV = M(z,y)dx + N(x,y)dy (33)
tel que

OM (z,y)
dy

cette différentielle n’est pas totales.

ON(z,y)
ox

£

On cherche alors une fonction F(z,y) tel que

dU = F(z,y)M(z,y)dz + F(z,y)N(z,y)dy

est une diff totales

cette fonction est appelée facteur intégrant de la diff dV.
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3.5.2 Détermination de facteur intégrant

Il suffit de trouver la fonction F' qui vérifie la relation

O(FM)  9(FN)

dy ox

c’est a dire

OM OF 9N __OF
Py MG, = For NG,

Facteur intégrant de la forme F(x)

Donc dans ce cas on a

ce qui inplique

alors

donc F(z) = ef%<%_%%)dm
Facteur intégrant de la forme F(y)

Donc dans ce cas on a

oM OF ON

ce qui inplique
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Moy =Far ~Fay

alors

LOF _ L (0N _ o

Foy M\ oz e
donc F(y) = ef #1(5 - %)

Exemple 3.3.9
Résoudre
y—ay =0

on peut écrire cette équation sous la forme

dV = ydx — xdy =0

cette différentielle n’est pas totales.

On cherche alors une fonction F(z) tel que

dU = F(z)dV = F(x)ydx — F(x)xdy

est une diff totales

donc

F(.CE) _ €f %x(l—&—l)dz

cest a dire F(z) = &5 +c¢,c€R

et on a



3.5 Application a l’'intégration d’équation différentielle d’ordre 1

55

1
dU = P(ydm — zdy)

Donc on a 2% (z,y) = % et

alors

ce qui implique

donc la solution est

—y:C’te.:>y:cx,ceR
xZ

finalement la solution de (E) est y=cx,c €R



Chapitre 4

Séries numériques

Ce chapitre explore différents aspects des séries, en commengant par les séries a
termes positifs, ou il examine les critéres de convergence tels que le critére d’équiva-
lence, le critére d’Alembert, le critére de Cauchy et le critére d’intégrale de Cauchy.
Ces critéres sont des outils essentiels pour déterminer si une série converge ou di-
verge.

Ensuite, le chapitre aborde les séries alternées, qui sont des séries dont les termes
alternent en signe. Il explore les propriétés spécifiques de ces séries et présente des
critéres de convergence spécifiques a ce type de séries. Il se penche également sur les
séries a termes quelconques, ol les termes de la série peuvent étre positifs, négatifs
ou nuls. Dans ce contexte, le chapitre examine les suites et séries de fonctions, en
mettant en lumiére les différents types de convergence, tels que la convergence uni-
forme et la convergence ponctuelle. En outre, le chapitre explore les caractéristiques
des suites de fonctions, mettant en évidence les concepts de convergence uniforme
et de continuité limite, qui sont cruciaux dans I’analyse des séries de fonctions.

Il se termine par des applications des séries entiéres, qui sont des séries de puis-
sances formelles, notamment dans le calcul de limites et dans la représentation de

fonctions par des séries de taylor et de maclaurin.
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4.1 Série Numérique

Une série numérique est une somme infinie d’une séquence de nombres réels. Elle

est représentée comme une somme infinie de termes, souvent notée sous la forme :

S, (1)

n=1
ou a,, est la suite des termes de la série.

4.2 Séries & Termes Positifs

Une série est dite a termes positifs si tous ses termes sont positifs ou nuls. Ce

type de série posséde des propriétés particuliéres en ce qui concerne la convergence.

4.2.1 Critére d’Equivalence

Le critére d’équivalence stipule que si deux séries ont des termes équivalents,

alors elles ont la méme nature de convergence.

Démonstration

Soit > 7 an et Y b, deux séries telles que :

Alors, les deux séries ont la méme nature de convergence.

Exemple :

Counsidérons les séries :
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Z n n?
n=1 n=1

Bien que les termes ne soient pas identiques, ils sont équivalents car % ~ n—12

lorsque n — oco. Par conséquent, les deux séries ont la méme nature de convergence.

4.2.2 Critére d’Alambert

Le critére d’Alambert, également appelé le critére du rapport, est un critére de
convergence pour les séries a termes positifs. Il se base sur la limite du rapport des

termes consécutifs de la série.

Démonstration

Soit > 7 | a, une série & termes positifs.

An+1

Si lim,,_ o0 ot

< 1, alors la série converge.

an41

Si limy, 00 =2
n

> 1, alors la série diverge.

an+41

Si lim,, o0 =1, le test est indéterminé.

Exemple

Considérons la série > > | 2. Utilisons le critére d’Alambert en calculant la

limite du rapport des termes :

1 n+1 li (n+1)2

n—oo  (y, n—00 #
T 1
im ——— =

Puisque cette limite est inférieure a 1 , la série converge.
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4.2.3 Critére de Cauchy

Le critere de Cauchy, également connu sous le nom de critére du quotient, est un
autre critére de convergence pour les séries a termes positifs. Il se base sur la limite

du rapport des termes consécutifs de la série.

Démonstration

. (e, ] s N oy .
Soit )", a, une série & termes positifs.
Si lim,, . {/a, < 1, alors la série converge.
Si lim,, . {/a, > 1, alors la série diverge.

Silim,, o /a, = 1, le test est indéterminé.

Exemple

Considérons la série > 7 # Utilisons le critére de Cauchy en calculant la limite

du rapport des termes :

. ) 1
lim a, = lim {/—
n— o0 n—oo n2

lim — =0
n—,oo N,

Puisque cette limite est inférieure a 1 , la série converge.

Critére d’Intégrale de Cauchy

Le critére d’intégrale de Cauchy utilise une comparaison avec une intégrale pour
déterminer la convergence d’une série. Si I'intégrale associée a la série converge, alors

la série converge également, et inversement.
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Démonstration

Soit > 7 | a, une série & termes positifs.
. (o] s .
Si fl a,dzr converge, alors la série converge.

. o0 . L . .
Si fl a,dxr diverge, alors la série diverge.

Exemple

Considérons la série ) ° | % Utilisons le critére d’intégrale de Cauchy en com-

- I oo 1 .
parant la série avec 'intégrale fl Sdu

Puisque cette intégrale converge, la série converge également.

4.3 Seérie Alternée

Une série alternée est une série dans laquelle les termes alternent de signe, c’esta-

dire qu’ils sont positifs puis négatifs, ou vice versa.

4.3.1 Ciritére de Leibniz

Le critére de Leibniz est un critére de convergence pour les séries alternées. Il
stipule que si les termes de la série diminuent en valeur absolue vers zéro et alternent
de signe, alors la série converge.

Démonstration : Soit

o0

Z(_l)nHGn (3)

n=1
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une série alternée.
Si limy, 00 @y, = 0 et |a,11| < |a,| pour tout n, alors la série converge.

Exemple : Considérons la série alternée :

o

So-ur

n=1
Les termes de cette série alternent de signe et diminuent en valeur absolue vers

zéro. Par conséquent, la série converge.

4.4 Suites et Séries de Fonctions

Une suite de fonctions { f,,(x)} est une séquence de fonctions fi(z), fa(z), f3(x),. ..
définies sur un méme domaine D.

Soit {f.(x)} une suite de fonctions définies sur un ensemble D. On dit que la
suite de fonctions converge simplement vers une fonction f(x) sur D si, pour tout
x dans D, la suite de nombres réels { f,,(z)} converge vers f(z) lorsque n tend vers

I'infini.

Exemple

Counsidérons la suite de fonctions :

(o) = {=}

définie sur Uintervalle [0, 1]. Cette suite converge simplement vers la fonction

nulle f(z) = 0 sur [0, 1].
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4.3.3 Convergence Simple et Uniforme

La convergence simple et la convergence uniforme sont deux modes de conver-

gence pour les suites de fonctions.

Définition Mathématique

Soit {f.(x)} une suite de fonctions définies sur un ensemble D. On dit que la
suite de fonctions converge uniformément vers une fonction f(z) sur D si, pour

tout € > 0, il existe un entier N tel que pour tout z dans D et pour tout n > N,

|[fn(2) = f2)] <e

Exemple

Considérons la suite de fonctions {f,(z)} = {%-} définie sur D'intervalle [0, 1].

Cette suite converge uniformément vers la fonction nulle f(z) = 0 sur [0, 1].

4.5 Séries Entiéres

Une série entiére est une série de puissances de la variable réelle z. Elle est

généralement écrite sous la forme

o0

D> " (4)

n=0
4.5.1 Rayon de Convergence

Le rayon de convergence d’une série entiére est la distance maximale entre le
point ou la série converge et le point central de la série.
Définition : Soit - a,z" une série entiére. Le rayon de convergence R est

défini par :
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1

 limsup,, .. /Jan]

Démonstration : Le rayon de convergence R d'une série entiére

R

o0

E anx”

n=0

est donné par la formule de Cauchy-Hadamard :

1
 limsupsup,_,.. /[an]

Exemple : Considérons la série entiére :

R

o0 n

A
>

n=0
Son rayon de convergence est infini, ce qui signifie qu’elle converge pour tout x

réel.

4.6 Séries de Fourier

Les séries de Fourier sont des séries infinies utilisées pour représenter des fonctions
périodiques comme une somme infinie de fonctions trigonométriques.
Les séries de Fourier sont des séries infinies utilisées pour représenter des fonc-

tions périodiques comme une somme infinie de fonctions trigonométriques.

Définition
Soit f(z) une fonction périodique de période 2m. Sa série de Fourier est donnée

par :
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Mg

+ Y (ay,cos(nz) + b, sin(nz)) (6)

__0
2

n=1

ol les coefficients de Fourier sont définis par les intégrales suivantes :

ay, = %/ﬂ f(z) cos(nz)dz
b, = %/ﬂ f(z) sin(nz)dz

) ) . 1 si —wm<x<m
Exemple : Considérons la fonction périodique f(z) =
0 sinon

Ses coefficients de Fourier peuvent étre calculés a ’aide des intégrales de Fourier.

4.6.1 Applications des Séries Entiéres

Les séries entiéres, en tant qu’expansion d’une fonction en une somme infinie de
termes, ont de nombreuses applications dans divers domaines des mathématiques et
des sciences. Elles sont largement utilisées pour approximer des fonctions complexes,
résoudre des équations différentielles et étudier le comportement des fonctions dans

diverses situations.

4.6.2 Approximation de Fonctions

Les séries de Taylor, un type de série entiére, sont souvent utilisées pour approxi-
mer des fonctions complexes autour d’un point donné. Une fonction f(x) peut étre

approximée par sa série de Taylor autour du point a comme suit :

£ (g
N Wy )

n=0
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Cette approximation devient plus précise & mesure que le nombre de termes de
la série augmentent.
Exemple : Approximation de la fonction exponentielle par sa série de Taylor

autour de ¢ = 0 :

caY (8)
n=0

Cette série est connue comme la série exponentielle et converge pour tout z € R.

4.6.3 Solutions d’équations différentielles

Les séries entiéres sont également utilisées pour résoudre des équations différen-
tielles. En substituant une série entiére dans une équation différentielle, une solution
sous forme de série peut souvent étre trouvée en identifiant les coefficients de la série.

Exemple : Résolution de I’équation différentielle :

y' —ay=0

en utilisant une série entiére. En supposant que la solution est de la forme

y(@) =3 ana”

n=0
nous pouvons substituer cette série dans I’équation différentielle et identifier les

coeflicients pour obtenir une solution.



Chapitre 5

Transformation de Fourier

Ce chapitre explore les propriétés et les applications fondamentales de la transfor-
mation de Fourier (TF), une puissante technique mathématique utilisée en analyse
des signaux et en traitement du signal.

Il commence par examiner la linéarité de la transformation de Fourier, démon-
trant comment elle permet de décomposer un signal complexe en composantes plus
simples, facilitant ainsi son analyse.

Ensuite, le chapitre aborde les aspects de la dérivation dans les domaines tem-
porel et fréquentiel. Il met en évidence comment la dérivation d’un signal dans
un domaine se traduit par une opération mathématique spécifique dans 'autre do-
maine, ce qui offre des perspectives intéressantes pour 'analyse de la dynamique des
signaux.

Il explore également des opérations telles que la translation dans le temps, la
contraction du domaine, la modulation et la conjugaison, qui permettent de mani-
puler et de transformer les signaux de différentes maniéres.

Le chapitre se penche également sur des concepts avancés tels que la convolution,
qui décrit I'interaction entre deux signaux et joue un role crucial dans de nombreux

domaines de 'ingénierie et des sciences appliquées.
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Il examine également la continuité de la transformation de Fourier et son com-
portement aux fréquences infinies, offrant ainsi des informations précieuses sur la
représentation
spectrale des signaux.

Enfin, le chapitre met en lumiére 'utilisation de la transformation de Fourier
pour résoudre les équations différentielles, démontrant comment elle permet de trans-
former des problémes temporels complexes en des problémes plus simples dans le

domaine fréquentiel, facilitant ainsi leur résolution.
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Définition 5.1

L' est I’ensemble des fonctions sommables.

Définition 5.2

L? est 'ensemble des fonctions & carré sommable.

Définition 5.3

L' est 'ensemble des fonctions définies sur R, sauf peut-étre en un nombre fini

de points, continues en dehors de ces points, et absolument intégrables sur R.

Définition 5.4

Soit f : R — C, f est dite a décroissance rapide, et on note f € S si f € C et

si,
Vk,n € N,3Ch,, : [2"f™(2)| < Cpn, V2 € R (1)

Définition 5.5

Soit f : R — C, f est une fonction test si elle est indéfiniment différentiable a

support compact, et on note f € D, autrement dit

feC®etJa,beR:a<b Ve eR\|a,b], f(x)=0

5.1 La formule de la transformée de Fourier

La transformée de Fourier est un outil mathématique puissant qui permet de

décomposer une fonction périodique ou & décroissance rapide en une somme infinie
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de sinus et de cosinus. Cette décomposition est trés utile dans de nombreux domaines
tels que le traitement du signal, 'analyse de circuits électriques, l'optique, etc.

La formule de la transformée de Fourier est la suivante :

Soit f(t) une fonction a valeurs complexes, définie sur R et satisfaisant cer-
taines conditions de régularité (par exemple, f doit étre intégrable sur tout intervalle
borné). Alors sa transformée de Fourier, notée F[f](w) ou f(w), est définie par :

N +oo .
Flf(w) = f(w) = fltye ™" dt (2)
—o00

ou w est la variable de fréquence.

5.2 Dérivation dans le domaine temporel

7 (G ) (0= i) 3)

5.2.1 Dérivation dans le domaine fréquentiel

anf

g W) = TF ((@tw)"f) (1) (4)

5.2.2 Translation en t

TF(f) (t—to) = ™" f(w) ()

Remarque : Un terme correspondant & un déphasage linéaire en fonction de la
fréquence ( e™™*) est traduit par la translation dans le temps. Le module de la

transformée de Fourier ne s’altére pas par cette opération.
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5.3 Propriétés de la transformée de Fourier

5.3.1 Linéarité de 7F !

~

Supposons que A et u soient deux nombres complexes quelconques f(w) et g(w),
deux fonctions localement intégrables et absolument intégrables sur C. On obtient

alors que
TF A + 1) (w) = M (1) + pg(t) (6)

5.3.2 Contraction du domaine [dilatation en ¢ |

5.3.3 Modulation

TF (e f) (t) = f (w — wo) (8)

Remarque : Dans le domaine temporel, la multiplication par une sinusoide se
traduit

par une translation dans le domaine fréquentiel.

5.3.4 Conjugaison
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5.3.5 Convolution

Définition 5.6

La fonction f * g est le produit de convolution des fonctions réelles ou complexes

f et g, définie comme suit.

—+00

(f xg)(x) = fx —t)g(t)dt (10)

—0o0
Le produit des transformeées est la transformée de Fourier du produit de convo-

lution de deux fonctions.

~

TF(f+9)t) = f(w)-g(w) (11)

5.3.6 Continuité

ferLl' = TF(f) e CR) (12)

5.3.7 Comportement & l’infini

-~

lim f(w)=0 (13)

|w]—+o0

Remarque 5.1

En cas de réalité et de paire f(t), alors TF(f) est réelle et paire.

S’il est vrai et impaire que f(t). L'imaginaire = T F(f) est pur et impaire.

En cas de f(t) imaginaire et paire. = T F(f) est une proposition imaginaire et
une paire.

En cas d’imaginaire et d’impaire de f(¢). La relation = T F(f) est vraie et nulle.
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Théoréme 5.1

Soit f,g € S, on obtient

+wf@@GMv:/f”ﬂwmaEMw (14)

—00 (e 9]

Théoréme 5.2

(de Parseval) Soit f(t) une fonction a énergie finie (f € L?) et f(w) sa transfor-

mée de Fourier. Les fonctions f(t) et f(w) ont la méme énergie c’est-a-dire

/wuw%z/wmw%u (15)

—00 oo

5.4 Application a la résolution des équations diffé-

rentielles
Grace a la transformation de Fourier, il est possible de résoudre explicitement

une équation différentielle linéaire en la simplifiant.

Proposition 5.1

Supposons que f soit une fonction intégrable sur R avec des valeurs dans C,

notamment 7 F(f) = F. Alors nous a
TF (Z—i(t)) = (2irw)F(w) et TF (C;T{(t)) = (2imw)?F(w) (16)

En générale

TF <%(t)) = (2imw)" F(w) (17)
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Considérons 1’équation différentielle & coefficients constants suivante

n

> @y (t) = g(t) (18)

=0
avec y(t) = y(t). Appliquons la transformée de Fourier aux deux membres de

(5.24) et utilisons ses propriétés, on obtient

n

N 4 TF (49 (1)) = TF(g(t) (19)

J=0

Utilisons la Proposition 5.1, (5.25) donne

Fw) =TF(g(t))

[Z A (2imw)"

J=0

ou TF(y(t)) = F(w). De (5.26), on a

F(w) = [Z an_j(zm)”—j] TF(g(t))
=0 (20)
= TF(h(t)TF(g(t))

= TF(h(t) * 9(t))



Chapitre 6

Transformation de Laplace

Ce chapitre explore la Transformation de Laplace, en commengant par une dis-
cussion sur la transformation directe de Laplace. Il examine ensuite 'existence de
cette transformation, en mettant en évidence les conditions nécessaires pour qu’elle
soit définie pour une fonction donnée. Ensuite, le chapitre se penche sur 'unicité de
la transformation de Laplace, démontrant que pour une fonction donnée, sa trans-
formation de Laplace est unique.

Il aborde également différentes propriétés de la transformation de Laplace, telles
que sa linéarité, qui permet de traiter les fonctions composées de maniére simple
et efficace. Enfin, le chapitre discute de la dérivée de la transformation de Laplace,
montrant comment elle peut étre utilisée pour résoudre des équations différentielles
et étudier le comportement des fonctions.

La transformation de Laplace est une opération intégrale qui permet de convertir
une fonction & variable réelle en une fonction & variable complexe. De plus, elle
permet de convertir les équations différentielles linéaires en équations algébriques,

ce qui facilite leur résolution.
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6.1 Transformation de Laplace Directe

La transformation de Laplace directe est une méthode utilisée pour convertir une
fonction du domaine temporel vers le domaine complexe de Laplace. La transforma-

tion de Laplace d’une fonction f(t) est définie comme suit :

F(s) = L{f(H)} = / et ()t (1)

ot F(s) est la transformée de Laplace de f(t), s est une variable complexe, et ¢

est le temps.

Exemple 6.1

Trouvons la transformée de Laplace de la fonction échelon unité wu(t).

En utilisant la définition, nous avons :
L{u(t)} = / e *u(t)dt
0

o0 1
/ e Stdt = —
0 s

6.1.1 Existence de la Transformation de Laplace

La transformation de Laplace existe pour toute fonction f(t) qui est localement
intégrable sur I'intervalle [0, co). Cela signifie que la fonction doit étre intégrable sur
tout intervalle borné de la forme [0, 7], ot T" est un réel positif.

Exemple : La fonction f(t) = e est localement intégrable pour tout a > 0,

donc sa transformée de Laplace existe.
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6.1.2 Unicité de la Transformation de Laplace

Si deux fonctions f(t) et g(t) ont la méme transformée de Laplace F'(s), alors
f(t) = g(t) pour presque tout ¢ > 0. Autrement dit, la transformée de Laplace est

une fonction injective.

Exemple 6.2

Soit f(t) =t et g(t) = 2t. Leur transformée de Laplace est la méme, L{t} =
L{2t} = %, mais f(t) n'est pas égal a g(t) pour tout ¢.

6.2 Propriétés de la Transformation de Laplace

La transformation de Laplace posséde plusieurs propriétés utiles, telles que la
linéarité, la propriété du décalage dans le temps, la propriété de la dérivation, et la

propriété de la convolution.

6.2.1 Linéarité

La transformation de Laplace est linéaire, ce qui signifie que pour des constantes

a et b et des fonctions f(t) et g(t), on a :

L{af(t) +bg(t)} = aL{f(t)} + bL{g(t)} (2)

Exemple 6.3

Soit

f(t) = e etg(t) = sin(wt)

La transformée de Laplace de f(t) + g(t) est :
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1 w

= +
s+a 524+ w?

L{F(E) +9(8)}

6.2.2 Dérivée

La dérivée de la transformée de Laplace de f(t) par rapport a s est égale a la
transformée de Laplace de la dérivée de f(t) par rapport a t. Cela peut étre exprimé

comine :

setroy=c{ Lo} )

Exemple 6.4

Trouvons la transformée de Laplace de la dérivée premiere de f(t) = e~%. Nous

avons :

Ly
dt

—at _ _ae—at

La transformée de Laplace de —ae™ est aF(s), donc la transformée de Laplace

de f'(t) est aF(s).

6.3 Application a la résolution des équations diffé-
rentielles

La Transformation de Laplace est un outil trés puissant pour résoudre les équa-
tions différentielles linéaires a coefficients constants. Elle permet de transformer une
équation différentielle en une équation algébrique, beaucoup plus facile a résoudre.

Considérons une équation différentielle linéaire du second ordre de la forme :
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azy”(t) + a1y (t) + aoy(t) = f(t), y(0) =y, ¥'(0) =1 (4)

ol asg,ay,ap sont des constantes réelles et f(t) est une fonction continue par
morceaux.
Pour résoudre cette équation a l'aide de la Transformation de Laplace, nous

suivons les étapes suivantes :

Etape 1 : Appliquer la Transformation de Laplace

En appliquant la Transformation de Laplace a ’équation différentielle, on ob-

tient :

ax L{y" (1)} + a1 L{y' (1) } + a0 L{y (1)} = L{f (1)} ()

En utilisant les propriétés de la Transformation de Laplace, on a :

az(s"Y (s) = syo — yo) + ax(sY (s) — yo) + aoY (s) = L{f (1)} (6)

Ou Y(s) = L{y(1)}.

Rassemblons les termes et réécrivons cette équation sous forme algébrique :
a25%Y () + (a1s + ag)Y (8) = aasyo + asyy + aryo + L{f(t)} (7)

Etape 2 : Résoudre I’équation algébrique obtenue

L’équation algébrique obtenue est une équation du second degré en Y (s) :

ass°Y (8) + (a1s + ag)Y (s) = azsyo + azyh + aryo + L{f(t)} (8)

Nous pouvons résoudre cette équation du second degré pour obtenir ’expression
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de Y(s) :

azsyo + asyy + aryo + L{f(t)}

Y(s) =
(s) ass?® + (a1s + agp)

(9)

Etape 3 : Déterminer la solution y(¢) par Transformation de
Laplace inverse
Pour trouver la solution y(¢), nous devons calculer la Transformation de Laplace

inverse de Y (s). Cela peut se faire en décomposant Y (s) en éléments simples, puis

en appliquant les formules de Transformation de Laplace inverse connues.

Soit Y(s) = ggg, ot N(s) et D(s) sont des polynomes en s. Nous décomposons

Y (s) en éléments simples :

Y(s) = Z - il"si (10)

ou les A; sont des constantes et les s; sont les racines du dénominateur D(s).

Ensuite, nous appliquons la Transformation de Laplace inverse & chaque terme de
la décomposition en éléments simples pour obtenir la solution y(¢) dans le domaine
temporel.

En résumé, 'application de la Transformation de Laplace a la résolution d’une
équation différentielle linéaire & coefficients constants comprend trois étapes princi-
pales :

1. Appliquer la Transformation de Laplace a I’équation différentielle pour obtenir
une équation algébrique en Y(s). 2. Résoudre ’équation algébrique obtenue pour
trouver l'expression de Y'(s). 3. Déterminer la solution () dans le domaine temporel
en calculant la Transformation de Laplace inverse de Y'(s).

Cette méthode permet de résoudre efficacement les équations différentielles li-
néaires a coefficients constants, en transformant le probléme dans le domaine de

Laplace, ot il est plus facile a traiter.
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Exemple 6.5

Equation différentielle du second ordre homogéne

Soit I’équation différentielle suivante :

y'(t) +4y'(t) + 3y(t) =0, y(0) =1, ¢(0)=-1 (11)

Appliquons la méthode en trois étapes :

Etape 1 - Appliquer la transformation de Laplace :

Ly"(t) + 4Ly (t) + 3Ly(t) = 0
sV (s) — sy(0) — /(0) +4(sY(s) — y(0)) +3Y (s) = 0
(s +4s+3)Y(s) =s+1

Etape 2 - Résoudre 'équation algébrique :

s+ 1

Y(s)= 573 (12)

Etape 3 - Trouver la solution y(t) par transformation de Laplace inverse :

o s+l R 1.
y(t) =1L P15 3 = e "(cos(2t) + 5 sin(2t))

Exemple 6.6

Equation différentielle du second ordre non homogéne

Soit I’équation différentielle suivante :

Yy (t) +4y/(t) + 3y(t) = e™*, y(0)=0, y'(0)=0 (13)
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Appliquons la méthode en trois étapes :
Etape 1 - Appliquer la transformation de Laplace :
Ly"(t) + 4Ly (t) + 3Ly(t) = Le™*
1
Y (s) = sy(0) = y'(0) +4(sY (s) = y(0)) +3Y (s) = - 1
1
445+ 3)Y(s) =
(% 4+ 45+ 3V (5) = —
Etape 2 - Résoudre I'équation algébrique :
1
Y(s) = (14)

(s +1)(s?+4s+3)

Etape 3 - Trouver la solution y(t) par transformation de Laplace inverse :

1 1 1
t — L—l — _ —t _ —2t 3 2t
y(t) (s +1)(s®>+4s+3) 2° 4" sin(2¢)




Chapitre 7

Travaux Dirigés

Ce chapitre propose une série de cinq fiches de travaux dirigés congues pour offrir
aux étudiants une expérience d’apprentissage enrichissante et stimulante. L’objec-
tif est de renforcer non seulement leur compréhension des mathématiques avancées,
mais également de développer leur capacité a relever des défis mathématiques com-
plexes.

A travers ces activités pratiques, les étudiants auront I'opportunité de mettre en
application les concepts théoriques vus en chaque chapitre et de contribuer de ma-
niére significative a la recherche et au développement dans le domaine des sciences
mathématiques et appliquées. Cette approche pédagogique vise a préparer les étu-

diants & devenir des acteurs engagés et innovants dans leur future carriére.
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7.1 Fiche TD 1

Exercice 01 :

Soit f :[0,1] — R une fonction définie par f(x) = 2 + 2z + 1.
Montrer que la fonction f est intégrable au sens de Riemann.

Exercice 02 :

Calculer I'intégrale suivante :
w/2
Li(x) = / cos(zsin(t)) dt
0

Exercice 03 :

Calculer les intégrales suivantes :
2z t2
1 = —dt
2(7) /x 241

1.2
-1
13(:17):/ ’ dx
0

241

Exercice 04 :

Soit f : [-1,1] — R une fonction définie par f(z) = L5. Montrer que la

fonction f est intégrable au sens de Riemann.
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Exercice 05 :

Calculer I'intégrale suivante :

Iy(z) = /Uxtln(t) dt

7.2 Fiche TD 2

Exercice 01 :

Calculer les intégrales suivantes :

11(1;):// % dudy, ot D =[1,3] x [1,5]

DY

L) = [[ (z+ 29)dedy, 02 D = (wy) e REO< s < L0y <
D

Ii(z) = // (2® +y?) dady, on D = (z,y) € R* 2 +y* < 25
D

Exercice 02 :

Calculer les intégrales suivantes :

Ii(x) = //D(yxz)dxdydz, ot D = [1,3]?

L(z) = // (v +y+ 22)dxdydz, on D = (z,y) € R* (z,y) €[5, 7}, y<z<x
D

I3(x) = // Sdrdydz, ou D = (z,y,2) € R* 2> +y* +y* < 4
D

Exercice 03 :

Calculer l.aire délimitée par :
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2’ +y? <25,2>,y>0

Exercice 04 :

Calculer le volume du :

D = (z,y,2) eER*: 224+ y* +9* <4

7.3 Fiche TD 3

Exercice 01 :

Déterminer la nature des intégrales impropres suivantes :

| b
I = —d I = d
1(’1;) 0 \/E xz, 2(56) /0 or _ | Xz
L2 —1)? sina
Lx)= | =) g L) = d
)= [ Gt b= [ e

Exercice 02 :

1)Déterminer la nature des intégrales impropres suivantes :

+oo 1 +o0o \/m
_[1(1') = /1 Pdl’, IQ(J)‘) = ) le‘
+oo 1 +o0 T
I3(z) :/o Edz, Iy(x) :/0 e—xdx

2)Montrer que l.intégrale suivante :

+oo 3 2
[1($) :/ sin x +2 cosxdx
1 T

est absolument convergente.
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Exercice 03 :

Résoudre les équations différentielles suivantes :
vy =y+l gy =2 ay=e Yy =y+ay

Exercice 04 :

Résoudre les équations différentielles suivantes :

y//+2y,+y:x2€m

7.4 Fiche TD 4

Exercice 01 :

Déterminer la nature (convergente ou divergente) des séries suivantes et calculer

leur somme si elles sont convergentes :

2

n 1 (—=1)"
b= Zn3+1 2= Zm 5 Z:2n~|—1

Exercice 02 :

Soit la série

Z N 2n —1
Qp ou Ap = V77—~
@n)l2n + 1)

1. Montrer que la série est convergente.

2. Calculer la somme de la série.
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Exercice 03 :

Etudier la convergence des séries suivantes et calculer leur somme si elles sont

convergentes :

21
L Zn;:bl—l 2 223—1—1

Exercice 04 :

Soit la suite (u,,) définie par

1. Montrer que la série Y u,, est convergente.
2. Calculer la limite de la suite (u,).

3. En déduire la somme de la série.

Exercice 05 :

Etudier la convergence des séries suivantes :

1 1
-y 2y
Yol ey
Exercice 06 :

Soit la série > a, ou

n?+1
a, =
nd+n

1. Montrer que la série est convergente.

2n—1
3
Z:3712—1-1

n?>—2n+1
3 R
Z n3+1
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2. Calculer la limite de la suite (a,).

3. En déduire la somme de la série.

Exercice 07 :

1. Déterminer la nature (convergente ou divergente) de la série y m

2. Si la série est convergente, calculer sa somme.

7.5 Fiche TD 5

exercise 1

Calculer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :

f(t)=t"e" pour a>0 et neN

f(t) = cos(wpt)

exercise 2

Soit f(t) = u(t) — u(t — a) ou u(t) est la fonction échelon unitaire.
1. Calculer la transformée de Laplace de f(t).

2. Interpréter le résultat obtenu.

exercise 3

Soit f(t) = te™ " avec a > 0.

1. Calculer la transformée de Laplace de f(t).

2. En déduire la transformée de Laplace de dfd—?).
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exercise 4

Soit f(t) = rect(t/T) avec rect(x) = 1 si |z] < 1/2 et 0 sinon.
1. Calculer la transformée de Laplace de f(t).

2. En déduire la transformée de Laplace de @ (t).

exercise 5
Soit f(t) = tri(t/T') avec tri(z) = 1 — |z| si |z| < 1 et 0 sinon.
1. Calculer la transformée de Laplace de f(t).

2. En déduire la transformée de Laplace de df (t).

exercise 6

Soit f(t) =sgn(t), ousgn(z) =1siz>0,0siz=0,et —1siz<O0.
1. Calculer la transformée de Laplace de f(t).

2. En déduire la transformée de Laplace de df (t).

7.6 Correction Fiche TD 1

Exercice 1

Soit f : [0,1] — R une fonction définie par f(x) = x3 + 2x — 1. Montrer que la
fonction f est intégrable au sens de Riemann.

1. Ona f:[a,b] > Ret f(x) =2x+1 sur [a, b

On choisit A = {xl =a+ @,i =0,... ,n} une subdivision de l'intervalle
la,b] et I; = [z;, xi11],,i=0,...,n.

Calculons maintenant les deux sommes de Darboux

SN =300 ' M, (2541 — ;) tel que M; = sup,e;, f(x) =2 <a + M) +1
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n—1

s(A, f) = Zmi (Tir1 — xi) tel que m; = ;glf flz) =2 (a +

=0 n
on remarque que T, — T; = (b;“)
Donc
8 o o)
i—0
_ (- [2an_ P GO (z’+1)+n21]
n =0 i=0 i=0
- [QG'n+2(b_“>”(”+1) +n}
n n 9
=206~ a) + (b - ™ 4 5 a)
alors

lim S(A, f)=2a(b—a)+ (b—a)®*+ (b—a)

n—-+00

Et on a aussi

alors

=b —a*++(b—a)
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lim s(A, f) =2a(b—a)+ (b—a)®*+ (b—a)

n——+00
=b —a*++(b—a)

finalement

lim,, 1 S(A> f) = limy, 400 5<A’ f)

c’est a dire intégrable en sens de Riemann.

Exercice 2

Calculer I'intégrale suivante :

w/2
Li(z) = /0 cos(zsin(t)) dt

En utilisant la formule d’intégration par parties, on a :
w/2
Li(z) = / cos(zsin(t)) dt
0

_ {—1 sin(z sin(t))} "

= —i sin(x sin(7/2)) + i sin(x sin(0))

1
» sin(z) +

_ sin(z)

Donc l'intégrale I;(z) a pour valeur —>
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Exercice 3

Calculer les intégrales suivantes :

1.2
-1
Ig(x)—/ ‘ dx
0

241

1. Calcul de Ir(z) : En posant u = t*>+ 1, on a du = 2t dt et dt = 2. Donc :

2
4z +11

B = [ gdu= g6+ 1) = (@4 1)] = 53 -

2

Donc I(z) = %

2. Calcul de I3(x) : En factorisant le numérateur, on a :

V(a2 —1) ! 2 2 1! 2 1

Donc I3(z) = 1

5.

Exercice 04 :

Soit f :[—1,1] — R une fonction définie par f(x) = ﬁ
Pour montrer que f est intégrable au sens de Riemann sur [—1, 1], il suffit de
vérifier que f est bornée sur [—1,1].

En effet, on a :

1
<1 Vzel[-1,1]

0<fl)=1752<

Donc f est bornée sur [—1, 1] et par conséquent, f est intégrable au sens de Riemann

sur [—1,1].



7.6 Correction Fiche TD 1 93

Exercice 05 :

Exercice 05 : Calcul d’intégrale

Calculer I'intégrale suivante :

Li(z) = /0 () dt

Pour calculer cette intégrale, on peut procéder par intégration par parties en

posant :
u = In(¢)
dv =tdt
Alors on a :
1
du = —dt
t
t2
V=3

En appliquant la formule d’intégration par parties, on obtient :

Li(z) = [t?ln(t) _ /0 xgdt}

= [a? In(z) — ”’ﬂ —[0-0]

3
— 22] _r
x°In(x) 5

Donc Iy(z) = 2% In(z) — .
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7.7 Correction Fiche TD 2

Exercice 1 :

1. I = [ff’xdx} X [ff idy} =4Inb.
2. 1= [y [y +2y)dy] de = [ 207w = §
3. I = [[, (2> +y?) dedy,on D = {(z,y) € R* 2? +y* < 25}

¢ :(r,0) = (z,y) = (rcosf,rsinf)

o ) cosf —rsinf
La matrice jacobien de ¢ est J(p) =
sinf rcosf
D(x, .
et ‘ D((r,g)) ’ =T
A={(r0)/0<r<5et0<0<2r}

©(A) = D, on obtient :
1= [fy 4o dudy = T = [ rrdrdd = |7 r'dr| x |37 a8) =

Exercice 2

1. I = [[,(yzz)dzdydz,on D = [1,3]?

I= [flgxda:} X [flgydy] X [ff zdz} = 64
2. 1 = [[,(x+y+22)dzdydz,on D = {(z,y) € R* (z,y) € [5, 7,y < z < x}
I = [[p(z+y+22)dedydz = [ [fy”(x+y+2z)dz] dxdy

= / /[5 77]22(x2—y2) dxdy
:2/57 [/57(x2—y2)dx}dy

3. I = [[,5dxdydz, ot D ={(z,y,2) € R® 2 +y* + 2> < 4}
0 :R* =R (r,0,8) = (z,y,2) = (rcosfcos 8, rsinf cos 3, rsin 3)
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cosfcosfp —rsinfcosS —rcosfsinf
La matrice jacoblien de g est j(¢) = | sinfcosB rcosfcosS  —rsinfsinf
sin 8 0 rcos 3

det(j(p)) =rcos B A ={(r0,2)/0<r<2et 0<O<2n, F<[<T

///Df(:c,y,z)dxdydz:///Aﬁycos@ydrdedﬁ
— |:/05T2d7“} X [/jﬂdg} X [/_i cosﬁdﬁ]

2
4

3

Exercice 3 : Calculons 'aire délimitée par

24y <25,2>0,y>0
/// drdydz, D = {(x,y,z) ERY /2 +y* < 25,2 > 0,y > O}
D

A:{(T,H,Z)/O§T§5et0§0§

J[[ st = [[[ savasas = [ [ sar] [ [

Exercice 4 :

"
|
oy

Calculons le volume du :

}.
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D= {(z,y,2) e R 2? +¢° + 2> < 4}

A-{(r,&,ﬂ)/OSrSZetOSHSQW,%W§B<z}

— 2
///Df(:c,y,z)dxdydz—///Ar%osmdrdedﬁ
([ ea] [ ] < [ freosad

2
4
= —7123

3

7.8 Correction Fiche TD 3

Exercice 1 :

Déterminons la nature des intégrales impropres suivantes :

|
[:/—d:z:
! 0 VT

1-

la fonction f(x) = \/LE n’est pas définie en 0
!
F(t :/ —dx
=) v

1
1 i r—atl
x 2dx =
t

2vz]} = 2v1 -2Vt

1

t

donc l'intégrale [; est convergente.

1
1
]2:/ dx
0 v —1
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la fonction f(x) = = n’est pas définie en 0

L
F(t):/ dx
, et —1

y=e¢e" = dy = e*dr = ydx

dy

c’est a dire dzr = n

1 1
dx:/—dy
/e””—l y(y — 1)

/(‘—HL) dy=—Iny+n(y—1)

y y—1
=—Ine" +1n(e” —1)
donc F(t) = ftl —=dr = [—Ine” +In (e" — 1], = —1+In(e—1)+t—1In(ef — 1)
donc l'intégrale I, divergente.

3-

8 1 _ 7

hmt_mF(t) :g—g— 3

donc l'intégrale I3 est convergente.
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4. ,
I _/ Smfdx
0 X3
on a , ;
/ sm2x dr < L
0 xrs3 0 I3
et
31
t T3
3
/ 2 JZ_% +1
x3dx = 5
0 —-5+1
=3 x33— 33

limy_o F(t) = 3 x 33

donc l'intégrale I, est convergente.

Exercice 2 :

1)Déterminons la nature des intégrales impropres suivantes

I- +
<1
Il —/ —2dl’
1 X

t1

-7 )
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donc l'intégrale I; est convergente.

I, =
9 T
on pose
2 4+ 1
OER—
et
1
g(x) = 22
on a
lim M =1
t—+o0 ¢ 3;')
alors .
o0 2 1
/ * 3+ dx
9 T
et

de la meme nature.

donc l'intégrale I, est convergente.

+°°\/x2—|—1d
— e



7.8 Correction Fiche TD 3 100

lim Fy(t) = +o00

t—4o00

donc l'intégrale I3 est divergente.

£d$ = /xe_”":d:v
61’

par la méthode de l'intégrale par parties on trouve

u(z) ==z w(x) =1
V(z)=e" v(x) =—e"
x _ _ _
—dx:/a:e dr = —xe “‘"—/—e Tdx
efE
=—xe"—e*4+c¢ceR
donc F(t) = [y Ldv = [~xe™™ — e} = —~te™" —e ' + 1
limy o0 F(t) = +1

donc l'intégrale I est convergente.

2. On montre que l'intégrale imprope
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T sinx + 2cosx
Is = —2(11:
1 x

est absolument convergente.
+oo sin:v+2<:osac| +oo 3
Ji g dr < [ S

X
+
et1

00 +o0
%daj =3 f1 x—lz,dx est convergente

donc I5 est convergente

Exercice 3 :

Résoudre les équations différentielles suivantes :

1. xy’:y+1:>yy—+/1:%

donc

/
1
/ Y d:v:/—dx
y+1 T

Injy+1/=In|z|+c,ceR

alors e v+l = elnlelte ¢« c R

y(x) =kr—1,keR

donc y'(z) = k et

rk=kr—1+1
ry =y+1

2. yy = -2

alors [ yy'de = [ —2dx

c’est a dire [ydy = [ —2dx

donc%:—2x+c,c€R
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y* = —4r+c,c€R

1
x
/y’e‘ydx :/
1
/e_ydy:/—dx
x

—eV=Inlz|+cceR

eV=—(Inlz|+¢),ceR

dans le cas
~(Infz+¢) > 0
on a :
y(x) = —In(—(In|z| + ¢))

4y =y+a*y
alors y_;:y%+$2:>;’—;:y%+:c2
onposez:y—g:z’:_gg_;
donc

Z/

—3 =z 4 $2

c’est a dire 2/ = -3z — 322 & 2/ + 3z = —32?
on cherche une solution particuliére z, = az? + bz + ¢

z;:2a:1:+b
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2+ 3z = —3a?
2ax + b+ 3 (ax? + bx + ¢) = —32?

3az? + (2a + 3b)x + 3¢ + b = — 327

3a = —3 a=—1
20+30=0 =4 b=2
3c+b=0 02%2

donc la solution particuliére est

2 -2
zp(7) = —2% + 37 + 5

Résoudre ’équation homogeéne :

Z+32=0

c’est a dire

donc

!
/Z—dx:/—?)dx
z

Inz =—-3x+c,ce R alors

zn(2) = ke K € R

la solution générale de 1’équation non homogeéene est
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2 —
z(x):ke_?””—xQ—i-gx—i-?,kE]R

Exercice 4 :

Résoudre les équations différentielles suivantes

y//+2y/+y:$2€x

I’équation homogéne est

y'+2y +y=0

I’équation caractéristique : 72 +2r +1 = 0;on a A = 0;7 = —1 racine double

donc la solution générale de I’équation homogeéne est donne par

yp = (x +c)e 50,00 €R

2. On cherche une solution particuliére de ’équation non homogéne, comme 1
n’est pas une solution de I’équation caractéristique, alors y,(z) = g(z)e” tel

que degq = 2;

yp(z) = (az® + br + ¢) €* donc

yo(z) = (2az + b)e” + (az” + bz + ¢) €”

yo(x) = 2ae” + 2(2az + b)e® + (aa® 4 bz + c) €

En remplagant dans (F), on trouve

2ae” + 2(2ax + b)e® + (az” + ba + ¢) €” — 4(2ax + b)e” — 4 (az® + br+
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ce® + 4 (a:v2 + bx + c) et = 2

((a=1)2”+ (b—4a)z+c+b+2a)e” =0

a—1=0 a=1
b—4a=0 = b=1414
c—2b+2a=0 c=206

donc la solution particuliere y,(z) = (z* 4 4z + 6) €”

finalement la solution générale de I’équation non homogéne est

y(x) =y = (x+ ) e " + (2> + 42+ 6) "¢, €R

7.9 Correction Fiche TD 4
Exercice 1

(0.9] n2
1' Zn:1 n3+1
1. Etude de la convergence :
. 2 . 1
— lim,, o n?—ﬂ = lim,, o =1 = 0
— La série est convergente d’aprés le critére de Cauchy.

2. Calcul de la somme :

— ¥ _n®_
n=1 n3+1

2 . s .
— En posant u,, = n?_+17 on a lim,,_, u, = 0, donc la série est convergente.
o o n? _m
La somme vaut donc ) 7 | 55 =% — 1

00 1
2. ) o AT

[label—()]Etude de la convergence :
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— La série est convergente d’apreés le critére de Cauchy.
2. Calcul de la somme :

S ZOO 1
n=1 (n+1)2+1

— En posant u,, = on a lim,_,. u, = 0, donc la série est conver-

1
(n+1)2+1>
gente.

— La somme vaut donc )~ n++)2+1 =7

oo (=1)"
3. Zn:() 2n+1
[label=()]Etude de la convergence :

Lo — limy, e S5 =0

— Les termes alternent de signe et leur valeur absolue décroit vers 0, donc

la série est convergente d’aprés le critére de Leibniz.

2. Calcul de la somme :

T Zn =0 2n+1

—_1)" . L.
— En posant u,, = %, on a hm,Hoo u, = 0, donc la série est convergente.
(-

— La somme vaut donc ) 7 il — 4

Exercice 2

1. Montrer que la série est convergente

2n—1
T O = Bt

. BT 2n—1 _
— lim,, oo @y, = lim,, o D = 0

— La série est convergente d’apres le critére de Cauchy.

2. Calculer la somme de la série
o0 ] 2 1
o ZnZI an = Zn 1 MTJFU

— — __2n—1 ; _ -
En posant u,, = Gm)l(an D) On 2 lim,, .o, u, = 0, donc la série est convergente.
— _2n—-1 1
La somme vaut donc > ¢ n=1 @il =
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Exercice 3 :

Etudier la convergence des séries suivantes et calculer leur somme si elles sont

convergentes :

LY v
[label=()]Etude de la convergence :

: n
1. — hmnﬁoo n2l

— La série est convergente d’aprés le critére de Cauchy.

= lim —1_=90

2. Calcul de la somme :

— nt

— En posant u,, = nQLH, on a lim,,_,. u, = 0, donc la série est convergente.
n
— La somme vaut donc ) > | 5 = In(2).

2. Zn 1 23-7-1
[label=()]Etude de la convergence :
L — limy, oo 24 = limy, o0 745 = 0

— La série est convergente d’apres le critére de Cauchy.

2. Calcul de la somme :

o Zn 1 n3+1

— En posant u,, = on a lim,,_,, u, = 0, donc la série est convergente.

2
3+17
— La somme vaut donc Yo% 2=l = .

n=1 n3+1
2n—1
3.2 e )
[label=()]Etude de la convergence :
Lo limy oo oy = limyy 00 2 = 0
— La série est convergente d’aprés le critére de Cauchy.

2. Calcul de la somme :

o Zn 1 3n2+1
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— En posant u,, = 32:2—;11, on a lim,, .., u, = 0, donc la série est convergente.
L 00 o2n—1 __ In(3)
La somme vaut donc )7 | =5 = ==

Exercice 4

Soit la suite (u,) définie par u, = Zz—;

1. Montrer que la série Y > | u, est convergente

n?—1
n2+1

— U, =

: 1 n?—1 _ 1-1 __
— lim,, oo Uy, = lim,, oo i e 0

— La série est convergente d’apres le critére de Cauchy.

2. Calculer la limite de la suite (u,)

2
. . n?-1 _ 1-1
lim,, o0 Uy, = lim,, oo =1 =V

3. En déduire la somme de la série

2_
— ZZO:1 Up = 2211 22_4&

_ _ n?-1 : _ .
En posant u,, = Tarrs on a lim,, .o, u, = 0, donc la série est convergente.

— La somme vaut donc y -, Zi—: = In(2).

Exercice 5 :

Etudier la convergence des séries suivantes :

1. > —-~— Posons a, = ———. Alors :

Vn2+4n vVn2+4n'
1
Ay = ——
vVn?2+n
B 1
ny/1+ %
1
~ — quand n — oo
n

Donc  a, est une série harmonique généralisée de paramétre p = 1, qui est

convergente.
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1 _ 1 :
2. > 35 Posons a, = 5. Alors :

1
n3 + 2

ap =

1
~ — quand n — oo
n3

Donc Y a,, est une série harmonique généralisée de paramétre p = 3, qui est

convergente.
2_ 2_
3. > =2 Posons a, = B2 Alors
2
n‘“—2n+1
ap = ——————
n3+1
n—1
n3 +1
~g quand n — oo

Donc Y a, est une série harmonique généralisée de paramétre p = 2, qui est

convergente.

Exercice 6 :

. L. N _ n?41
Soit la série ) a, ot a, = I3
1. Montrer que la série est convergente. Posons b, = ﬁ Alors :
b 1
n — o .
nd+n

1
~ — quand n — o0
n3

Donc Y b, est une série harmonique généralisée de paramétre p = 3, qui est

n?+1
n3+n

convergente. Comme a,, = < by, la série Y a, est également convergente

(critére de comparaison).
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2. Calculer la limite de la suite (a,).

. . on?+1
lim a,, = lim 3
n—00 n—oo N° +n

1+ 4

= lim &

n»a37l+-g
=0

3. En déduire la somme de la série. Comme la série ) a, est convergente et
que lim,,_,, a,, = 0, alors la somme de la série est égale a la limite de la suite

partielle > 7 ag, c’est-a-dire :
[e.e] n
g a, = lim E ay
n—oo
n=1 k=1

Exercice 7 :

, . . L. 1
1. Déterminer la nature (convergente ou divergente) de la série 3 —7—. Posons
__1 :
Ay = 2 Alors :
1
a = —
o324
! d
—— quand n — o0
iz 4

Donc ) a, est une série harmonique généralisée de paramétre p = 3/2, qui
est divergente.

2. Si la série est convergente, calculer sa somme. La série étant divergente, il

n’y a pas de somme a calculer.
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7.10 Correction Fiche TD 5

Exercice 1

Calculer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :

1. f(t) = e pour a > 0 La transformée de Laplace de f(t) = e~ est donnée

par :

E{e_“t}:/ e e dt
0

= / e @ttt
0

1
a—+ s

car 'intégrale converge pour a + s > 0, soit s > —a.

2. f(t) =t"e " poura > 0etn € N La transformée de Laplace de f(t) = t"e™*

peut étre calculée par intégration par parties répétée :
o0
£{tn6_at} _ / tne—(a+s)tdt
0

tne—(a—i-s)t o0 00 zfn—le—(a-&-s)t
o el AR e
at+s |, 0 a+s

n!
(a+ s)ntt

car l'intégrale converge pour a + s > 0, soit s > —a.

3. f(t) = sin(wpt) La transformée de Laplace de f(t) = sin(wpt) est donnée

par :

L{sin(wot)} = / sin(wot e *dt
0
Wo
s + w?
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car l'intégrale converge pour s > 0.

4. f(t) = cos(wpt) La transformée de Laplace de f(t) = cos(wot) est donnée

par :

E{cos(wot)}:/ cos(wot)e ' dt
0
s

s + w?

car l'intégrale converge pour s > 0.

Exercice 2

Soit f(t) = u(t) — u(t — a) ou u(t) est la fonction échelon unitaire.

1. Calculer la transformée de Laplace de f(t). La transformée de Laplace de

f(t) = u(t) — u(t — a) est donnée par :

L{F@)} = L{u(t)} = L{u(t —a)}
1 1

- e—as_
S S

car L{u(t)} =L et L{u(t —a)} = e 1.

S
2. Interpréter le résultat obtenu. Le résultat obtenu montre que la transformée
_ . L1 —as1 .
de Laplace de f(t) = u(t) — u(t — a) est égale & ¢ — e~ . Cette fonction
représente la différence entre deux fonctions échelon unitaire, décalées d’'un

temps a. Cela correspond & un créneau unitaire de durée a.

Exercice 3

Soit f(t) = te™* avec a > 0.

(a) Calculer la transformée de Laplace de f(t). La transformée de Laplace
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de f(t) = te™* peut étre calculée par intégration par parties :

L{te™ )} = / te~ (@t gy
0

B |:_t€(a+s)t:| oo . /oo ef(a+s)tdt
a+s |, 0 a+s
1
(a+s)?

car 'intégrale converge pour a + s > 0, soit s > —a.

ar)

(b) En déduire la transformée de Laplace de 4 o - En utilisant la propriété

de dérivation dans la transformation de Laplace, on a :
df (t
{0} = et - s0)
1
=s-—-7—0

(a+ s)?

(a+5)?

Exercice 4

Soit f(t) = t?e~ avec a > 0.

(a) Calculer la transformée de Laplace de f(t). La transformée de Laplace
de f(t) = t?¢~ peut étre calculée par intégration par parties a deux

reprises :

LiZe % = / t2e—(ats)t gy
0

12— (ats)t o0 o0 te—(ats)t te—(a+s)t o0 oo —(a+s)t
SRS +2/ A ) +2/ ;"
a+s |, o a+s (a+s)%], o (a+s)?
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_ 2
(a+s)?

car 'intégrale converge pour a + s > 0, soit s > —a.

b) En déduire la transformée de Laplace de %5“. En utilisant la propriété
dt

de dérivation dans la transformation de Laplace, on a :

df (0) 5 2 25>

= LIt =sf(0) === = arsr V0 T

d*f(t)

L
dt?

Exercice 5

Soit f(t) = sinc®(t/T) avec sinc(z) = ST

T

Calculer la transformée de Laplace de f(¢).

La transformée de Laplace de f(t) = sinc?(t/T') est donnée par :

> (sin(ﬂt /T) ) 2 g T

Lsinc?(t/T) = / /T

—0o0

car l'intégrale converge pour tout s.

Interpréter le résultat obtenu.

Le résultat obtenu montre que la transformée de Laplace de la fonction
sinus cardinal au carré sinc?(t/T) est égale a T//2, quelle que soit la valeur
de s. Cela signifie que la transformée de Laplace d’une fonction porte au
carré (rectangle au carré) dans le domaine temporel est une constante
divisée par 2 dans le domaine de Laplace. Cette propriété est également
trés utile en traitement du signal, notamment pour ’analyse de la réponse

fréquentielle des systémes linéaires.

Exercice 6

Soit f(t) = te™* avec a > 0.
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1.

ii.

Calculer la transformée de Laplace de f(t). La transformée de Laplace

de f(t) = te™* peut étre calculée par intégration par parties :

0o t —(a+s)t7 oo ,—(a+s)t 1
Lte ™ = / te"@ttgr = {—6—} + / ¢ dt = ———
0 a+s |, 0 a-+s (a+s)

car 'intégrale converge pour a + s > 0, soit s > —a.

En déduire la transformée de Laplace de dfd—(tt). En utilisant la propriété

de dérivation dans la transformation de Laplace, on a :

L—= =sLf(t)— f(0) =5 —- -0 =——

Exercice 7

Soit f(t) = sinc(t/T) avec sinc(z) = S2r2).

A. Calculer la transformée de Laplace de f(¢). La transformée de
Laplace de f(t) = sinc(t/T) est donnée par :

> sin(wt/T)

st =T
7t/T c

Lsine(t/T) = /

—00

car I'intégrale converge pour tout s.

B. Interpréter le résultat obtenu. Le résultat obtenu montre que la
transformée de Laplace de la fonction sinus cardinal sinc(¢/T) est
égale & T', quelle que soit la valeur de s. Cela signifie que la trans-
formée de Laplace d’'une fonction porte (rectangle) dans le domaine
temporel est une constante dans le domaine de Laplace. Cette pro-
priété est trés utile en traitement du signal, notamment pour I’ana-

lyse de la réponse fréquentielle des systémes linéaires.



Chapitre 8

Exercices supplémentaires

Dans ce chapitre, nous avons soigneusement sélectionné cinqg exercices
pour chacun des axes de notre programme pédagogique. L’objectif princi-
pal est de fournir aux étudiants une occasion supplémentaire de mettre en
pratique les concepts abordés lors des travaux dirigés. Ces exercices sont
congus pour couvrir une gamme variée de compétences et de difficultés,

permettant ainsi aux étudiants de consolider leur compréhension.

Chaque exercice est élaboré avec précision pour offrir des défis adap-
tés au niveau d’apprentissage des étudiants, tout en leur fournissant des
opportunités d’exploration et de réflexion approfondies. En engageant ac-
tivement les étudiants dans ces exercices, nous visons a renforcer leur
confiance dans I’application des méthodes d’intégration et a favoriser leur

développement.
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Les integrales simples

Exercice 1 :

Calculer I'intégrale de la fonction

fla) =2*

sur I'intervalle [0, 3].

Exercice 2 :

Evaluer l'intégrale de la fonction exponentielle

fx) = e’

entre O et 1 .

Exercice 3 :

Déterminer la valeur de l'intégrale de

f(z) = cos(z) sur|0, 7.

Exercice 4 :

Calculer I'intégrale
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Exercice 5 :

Trouver 1’aire sous la courbe de

entre -1 et 1.

Les integrales doubles

Exercice 1 :

Calculer I'intégrale double de la fonction f(x,y) = x?y sur la région

délimitée par y = 22 et y = 4.

2 4
/ / r2ydydx
0 Jz2

Exercice 2 :

Evaluez l'intégrale double de f (x,y) = " sur le rectangle défini par

0<zx<let <y <2

1 2
/ / e Vdydw
o Jo
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Exercice 3 :

Trouvez la valeur de 'intégrale double de f(z,y) = zy sur la région

triangulaire avec des sommets aux points (0,0), (1,1) et (0, 1).

1 T
/ / rydydx
o Jo

Exercice 4 :

Calculer I'intégrale double de la fonction f(x,y) = sin(z) cos(y) sur le

carré [0, 7] x [0, 7].

/0 ' /O " sin(x) cos(y)dyda

Exercice 5 :

Evaluez 'intégrale double en coordonnées polaires de la fonction f(r, ) =

r3sin(f) sur la région définie par 0 <r < 1let 0 <6 < 7w/2.

w/2 pl )
/ / 3 sin(0)rdrdo
o Jo

Les integrales triples

Exercice 1

Calculez 'intégrale triple de la fonction f(z,y, 2) = zyz sur le domaine

délimité par les plans x =0,y =0,z =0, et leplan z +y + 2z = 1.
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Exercice 2

Evaluez

/// (;1:2 + 4+ 22) dxdydz
D

ou D est la région délimitée par les surfaces z = 0,2 = 1,y = 1, et

T4y =2

Exercice 3

Trouvez le volume du solide situé sous le plan

z=4—-x—-2y
et au-dessus du triangle dans le plan xy défini par les points (0, 0), (2, 0),
et (0,3).
Exercice 4

Calculez

/ / / eV dadydz
D

ou D est le domaine délimité par les plans x = 0,y = 0,z = 0, et
r+y+z=1
Exercice 5

Trouvez le centre de masse d'une laminaire de densité §(z,y,z) =

2%+ y? + 2% dont la forme est délimitée par le parabolo ?de z = 2% + 2 et
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le plan z = 1.

Les integrales impropres

Exercice 1

Calculer I'intégrale impropre de la fonction

sur l'intervalle [1, 4o00].

Exercice 2

Soit f(x) = \%.Etudier la convergence de l'intégrale impropre

[ s

Exercice 3

Trouver la valeur de a pour que l'intégrale impropre

converge.

Exercice 4

Déterminer si 'intégrale impropre ffoo e*dx est convergente ou diver-

gente.
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Exercice 5

Etudier la convergence de l'intégrale impropre

T sinx
dz
0 x

Les équations différentielles

Exercice 1

Résoudre I’équation différentielle suivante :

Exercice 2

Résoudre I’équation différentielle :

d?y
—d YJy =
dx? y="0

Exercice 3

Trouver la solution de ’équation différentielle :

Exercice 4

Résoudre I’équation différentielle :
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Y +2zy = 3w

Exercice 5

Résoudre I’équation différentielle :

dy
—_— = — 1
- y(z —1)

Les Séries Numeériques

Exercice 1
Calculer la somme des termes de la série géométrique infinie :
1
> 5
n=0
Exercice 2

Déterminer si la série harmonique alternée converge ou diverge :

) _1)”
Z(n)

n=1
Exercice 3

Etudier la convergence de la série suivante :
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Exercice 4

Trouver la somme de la série télescopique :

i(é_n—li—l>

n=1

Exercice 5

Déterminer si la série suivante converge absolument, converge condi-

tionnellement ou diverge :

S
—

o0 _1n
y o

n=1
Transformation de Fourier

Exercice 1

Calculer la transformation de Fourier de la fonction f(z) = e~*’ ou

a > 0.

Exercice 2

Trouver la transformée de Fourier de la fonction porte g(z) = rect(z),

définie par

1 sifz] <

N |=

rect(z) =
0 sinon
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Exercice 3

Donner 'expression de la transformée de Fourier de la fonction h(z) =

sin(zx).

Exercice 4

Calculez la transformée de Fourier de la fonction k(z) = cos(ax), on

a est une constante réelle.

Exercice 5

Trouvez la transformée de Fourier de la fonction m(x) = e~1#l,

Transformation de Laplace

Exercice 1

Calculer la transformation de Laplace de la fonction
f)=e

Exercice 2

Trouver la transformation de Laplace de

g(t) = sin(wt)
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Exercice 3

Déterminer la transformation de Laplace de la fonction
h(t) = t*

Exercice 4
Calculer la transformée de Laplace de la fonction u(t — a), ot u(t) est

la fonction échelon unité.

Exercice 5

Trouver la transformation de Laplace de la fonction

f) =4
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